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ВариантыВарианты классификацииклассификации: : 

ТурбулентностьТурбулентность каккак гидродинамическоегидродинамическое явлениеявление

__________________________________________________________________________

ПримерыПримеры::

–– возникновениевозникновение ии развитиеразвитие ((внизвниз попо течениютечению) ) 

турбулентноститурбулентности вв стационарныхстационарных потокахпотоках

ОбтеканиеОбтекание телтел ((цилиндрцилиндр), ), струиструи, , погранпогран. . слойслой

- Как счесть деревья? - смеясь, сказал Степан Аркадьич ... 

- Сочесть пески, лучи планет хотя и мог бы ум высокий... 

- Ну да, а ум высокий Рябинина может. И ни один купец не купит

не считая ...

Л.Н.Толстой. Анна Каренина
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Физика потока жидкости, конфигурация и устойчивость

Аналогичные ...
(канал, вращ. цилин.)

Силовые поля: гравитация – понятно ..., 

МГД – сложно, пропускаем ...

Кельвина-
Гельмгольца :

Тангенциальный разрыв 

– неустойчив

Большой объём
(свобод. конвекция, 

струи, ...): границы не 
формируют поток

Многофазность: граница раздела

- одна фаза;

- две и более фаз – межфазный обмен: 

импульс, масса, тепло ...

Рэлея-Тэйлора:

Архимедова сила, 

"опрокидывание" 

жидкости (крит. Рэлея, 

если температура)

"Пристеночный" 
поток : обтекание, 

поток в канале, в 

системе границ или 

каналов etc.

Сжимаемость

|umax – umin|<<c : несжимаемая

|umax – umin|<c : дозвуковая

|umax – umin|≥c : (сверх)звуковая

- Волны, скачки уплотнения, ...

Состояние потока: 
(не)устойчивость

Внешние границы 
потока

Состояние вещества: кинетика, 
термодинамика и др.

Все три фактора существенны, встречаются в разных комбинациях. Состояние

(устойчивость) потока в общем определяется соотношением дестабилизирующих
факторов и стабилизирующих (объёмные силы, инерция, вязкость ... : Re, Ra, …) 

Неустойчивость – новое состояние течения (не вещества ...).
Турбулентность потока – развитая неустойчивость. "Развитая" означает

установление новой структуры потока, часто допускающей упрощённые описания
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"Структуризация" потока при росте скорости (энергия, импульс)

/115

Обтекание: от потенциального течения – к ламинарному (см. Ван-Дайк) 

И – к турбулентному –

Rec=2000             Rec=10 000

Rec=1                       Rec= 26
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Развитие турбулентности в потоке – результат неустойчивости

/115

От ламинарного – к турбулентному: 
развитие турбулентности в затопленной

струе вниз по потоку

Развитие неустойчивости на

границе струи

Физический механизм –
неустойчивость

тангенциального разрыва

Retube=10 000

Retube=30 000
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Развитие турбулентности и "развитая турбулентность"

/115

От ламинарного – к турбулентному: развитие вниз по потоку – перемешивающая

решётка – множественные струи

Длина

установления
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Развитие турбулентности и "развитая турбулентность"
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Однородная, изотропная турбулентность – излюбленный объект

теоретических изысканий и прямого численного моделирования турбулентности

(Direct Numerical Simulation)
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Локализованная и перемежающаяся турбулентность
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Турбулентный погран. слой – камень преткновения LES моделей турбулентности

– неоднородная, неизотропная турбулентность
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ПристеночнаяПристеночная турбулентностьтурбулентность, , анизотропияанизотропия структурыструктуры потокапотока уу стенкистенки::

•• ПотокПоток вв круглойкруглой трубетрубе ии щелищели −−−−−−−− Re>Re>2300 2300 ... (... (неустойчивостьнеустойчивость,  ,  метастабильностьметастабильность припри

гладкихгладких стенкахстенках –– додо ReRe=50000)=50000)

•• КонвекцияКонвекция вв большомбольшом объёмеобъёме сс простымипростыми границамиграницами ((плоскиеплоские ...)...)

СвободнаяСвободная турбулентностьтурбулентность ((частичночастично можетможет бытьбыть однороднойоднородной ии изотропнойизотропной):):

•• ВихреваяВихревая дорожкадорожка заза цилиндромцилиндром −−−−−−−− переходитпереходит вв ""турбулентныйтурбулентный следслед"  "  припри ростеросте

скоростискорости потокапотока –– взаимодействиевзаимодействие вихрейвихрей, ", "спектрспектр заполняетсязаполняется" ...;" ...;

•• ЗатопленныеЗатопленные струиструи; ; перемешивающиеперемешивающие решёткирешётки ("("многомного струйструй");");

•• КонвективныеКонвективные струиструи: : термикитермики, , шлейфышлейфы ((факелыфакелы)) −−−−−−−− аналогичноаналогично ...;...;

•• КонвекцияКонвекция РэлеяРэлея--БенараБенара ((РР--ТТ неустойчивостьнеустойчивость)) –– ""многомного термиковтермиков";";

РазвитиеРазвитие ии вырождениевырождение турбулентноститурбулентности вово временивремени ии пространствепространстве

ПостепенностьПостепенность установленияустановления турбтурб., ., вв рядеряде случаевслучаев –– ""неразвитостьнеразвитость" :" :

–– постепенностьпостепенность припри ростеросте скоростискорости потокапотока, , вово временивремени ии вдольвдоль попо потокупотоку ––

""развитиеразвитие"" (примеры: струя, диффузор, ...);

–– обычнообычно ии припри сложныхсложных границахграницах –– ««перемежаемостьперемежаемость»» ((смсм. . уу ХинцеХинце));;

–– затуханиезатухание припри уменьшенииуменьшении источникаисточника энергииэнергии потокапотока –– ""вырождениевырождение";";

ПрактическиПрактически всевсе течениятечения, , рассматриваемыерассматриваемые вв статистическойстатистической теориитеории, , относятсяотносятся кк

развитойразвитой изотропнойизотропной турбулентноститурбулентности. . ОтдельноеОтдельное рассмотрениерассмотрение –– длядля

пристеночнойпристеночной турбулентноститурбулентности..

ТурбулентностьТурбулентность: (: (анан))изотропияизотропия, (, (нене))однородностьоднородность
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• Как гидродинамическая неустойчивость турбулентность возникает “почти

всегда” в теплообменных аппаратах АЭС, где силы в потоке достаточно велики

для "срыва" ламинарного в турбулентный поток;

• Во многом определяет картину течения и характеристики потока;

• Влияет на перенос и приграничный обмен: импульс, энергия, масса;

• С трудом поддаётся количественному описанию, зависит от условий (границы, 

скорости в потоке, объёмные силы, ...);

• В вычислительной гидродинамике (ВГД: CFD) детали турбулентного потока в

практически важных случаях не могут быть определены ;

• Всё вместе – потребовало моделей турбулентности, причём, нескольких (даже
– многих);

Турбулентность – главное в гидродинамике турбулентного потока

Для проведения и понимания результатов гидродинамических расчётов

необходимы знание и опыт работы с моделями турбулентности

/115
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•• Полагается, что уравнения Навье-Стокса (УНС) описывают турбулентное

течение вязкой жидкости (sik~∇∇∇∇iuk ), существует минимальный масштаб δδδδ
пульсаций в турбулентности и δδδδ >>λλλλ , длины пробега молекул, то же– частота
столкновений – нет необходимости уточнять или вводить новые уравнения (хотя

линейность закона трения – слабое место УНС при сильной турбулентности ...)

• Предположение о выполнимости УНС позволяет также рассчитывать на успех

применения анализа размерностей.

• Но УНС не могут быть решены аналитически, а только численно. Причём,
решения могут не быть корректными по Адамару (существование аттрактора
Лоренца: динамический хаос) – неточность растёт во времени. 

• Современная CFD не способна в практически важных случаях разрешать

масштаб δδδδ (DNS: только исследовательские расчёты, малые Re, малые размеры
области). Поэтому почти всегда –

• Количественное описание турб. – лишь статистическое (усреднённое).
Гидродинамика турбулентности – это "Статистическая гидромеханика" и –

• Уравнения ГД дополняются уравнениями моделей турбулентности.
Методология CFD модифицируется, включая эти модели, т.е. дополнительные
уравнения. – Каковы они? – в теории и на практике ...?

ТурбулентностьТурбулентность –– гидродинамическоегидродинамическое ((нене микромикро--) ) явлениеявление. . 

ЕёЕё описаниеописание –– вв рамкахрамках МССМСС, , причёмпричём –– нене детальноедетальное, , модельноемодельное
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• Общая характеристика турбулентных течений (ТТ), ориентированная на модели

турбулентности (дополнение, но не дублирование лекций П.С.К.)

• Происхождение моделей Т. – чтобы было понятно, с чем работает CFD

• CFD (computational fluid dynamics) – что это такое? (Далее – в применении к
слабосжимаемым ТТ – газодинамика не затрагивается)

• Сетка, сеточные примитивы (ясное понимание простых вещей!)

• Базовые возможности, структура меню etc. CFD кода (на примере FLUENT);

• Как решаются уравнения НС в CFD-кодах – схема двух основных подходов;

• Граничные условия. Пристеночные функции – как моделируется пристеночная
турбулентность?

• Особенности свободно-конвективных течений;

• Решение задач: простые примеры турбулентных течений : 

а)напорные (труба, обратная ступенька, труба с уступом и теплообменом)

б)свободно-конвективные (РБК, вертикальная стенка, ...)

_________________________________________________________________

• Зачётная работа – решение задачи кодом FLUENT

Цели, задачи, план семестрового курса
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ОбщиеОбщие сведениясведения оо подходахподходах

-- УравненияУравнения гидродинамикигидродинамики

-- ПредположенияПредположения припри статистическомстатистическом моделированиимоделировании

турбулентноститурбулентности

Книга по математике начинается словами

"Мы знаем ..."

И.Ильф, Записные книжки
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•• УравнениеУравнение неразрывностинеразрывности::

•• УрУр--ее движениядвижения –– НавьеНавье--СтоксаСтокса ::

•• НесжимаемаяНесжимаемая жидкостьжидкость:                   :                   линейныйлинейный зз--нн сопротивлениясопротивления, , постпост. . вязкостьвязкость

•• ГраничныеГраничные условияусловия ......

ρρ –– плотностьплотность, , pp –– давлениедавление ,  ,  uuii –– компонентыкомпоненты скоростискорости , , ggii –– плотностьплотность внешнихвнешних силсил,    ,    µµ ––

динамическаядинамическая вязкостьвязкость, , тензортензор напряженийнапряжений: : σσikik= = ––1/31/3ppδδikik + + ssikik

УравненияУравнения движениядвижения жидкостижидкости ((длядля сжимаемойсжимаемой –– ии урур--ее энергииэнергии))

2 2

2( )
3

i i k ik
i i j i

k i k i j j j i

u u u p s p
G u u G

t x x x x x x x x

∂ρ ∂ρ ∂ ∂ ∂ ∂ µ ∂
+ = − + + = − + µ + µ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( 0)i

i

u
m

t x

∂ρ ∂ρ
+ = =

∂ ∂

21i i k i i
k i i

k k i j j

u u u u u p
u u g

t x t x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + = − + ν +

∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
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ВВ эйлеровойэйлеровой системесистеме отсчётаотсчёта –– неподвижнаянеподвижная системасистема координаткоординат, , ««сеткасетка»»

контрольныхконтрольных объёмовобъёмов etc.etc., , ««сквозьсквозь»» которуюкоторую движетсядвижется сплошнаясплошная средасреда ––

жидкостьжидкость, , твёрдоетвёрдое деформируемоедеформируемое телотело, , газгаз ......

ПримерыПримеры

•• УравнениеУравнение неразрывностинеразрывности –– балансбаланс массымассы ««вв точкеточке»»

•• УрУр--ее движениядвижения –– НавьеНавье--СтоксаСтокса –– балансбаланс импульсаимпульса

ЗамечаниеЗамечание. . УравненияУравнения –– длядля едед. . объёмаобъёма, , параметрыпараметры состояниясостояния отнесеныотнесены кк едед. . 

массымассы ии вездевезде умноженыумножены нана плотностьплотность..

ЗамечаниеЗамечание: : интерпретацияинтерпретация слагаемыхслагаемых общегообщего балансногобалансного законазакона

2 2

2( )
3

i i k ik
i i j i

k i k i j j j i

u u u p s p
G u u G

t x x x x x x x x

∂ρ ∂ρ ∂ ∂ ∂ ∂ µ ∂
+ = − + + = − + µ + µ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( 0)i

i

u
m

t x

∂ρ ∂ρ
+ = =

∂ ∂
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изменение

порождение в

потоке

транспорт
источник

изменение транспорт

источник
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•• ЧтоЧто понимаетсяпонимается подпод терминомтермином ""модельмодель"" вв описанииописании турбулентноготурбулентного движениядвижения сс

помощьюпомощью УНСУНС ии моделимодели турбулентноститурбулентности?? ЭтоЭто ––

дополнительныедополнительные предположенияпредположения оо турбулентномтурбулентном течениитечении, , позволяющиепозволяющие

рассчитатьрассчитать егоего средниесредние характеристикихарактеристики попо УНСУНС жеже, , ноно сс добавлениемдобавлением

источниковыхисточниковых ии дрдр. . слагаемыхслагаемых илиили иныхиных ""модельныхмодельных" " модификациймодификаций

•• ЗадачаЗадача разработкиразработки моделимодели –– задатьзадать видвид модификациимодификации УНСУНС, , имеющейимеющей

заданнуюзаданную точностьточность, , допускающейдопускающей экспериментальнуюэкспериментальную проверкупроверку;     (;     (видвид

уравненийуравнений, , способспособ вычислениявычисления коэффкоэфф--товтов ии дрдр.).)

ПочемуПочему ""модельмодель" " турбулентноститурбулентности вв детерминистическомдетерминистическом описанииописании??

•• СущественноСущественно припри построениипостроении большинствабольшинства моделеймоделей турбулентноститурбулентности ::

•• РассматриваетсяРассматривается установившеесяустановившееся течениетечение –– становлениестановление турбулентноститурбулентности вово

временивремени нене рассматриваетсярассматривается –– структураструктура потокапотока вв среднемсреднем неизменнанеизменна ((смсм. . такжетакже

""эргодичностьэргодичность" " турбтурб. . потокапотока ...)...)

•• ""ПространственнаяПространственная структураструктура турбулентноготурбулентного потокапотока"" далеедалее понимаетсяпонимается вв

смыслесмысле структурыструктуры, , среднейсредней вово временивремени длядля каждойкаждой точкеточке потокапотока
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•• СуществуетСуществует ""среднеесреднее" " течениетечение : : вв установившемсяустановившемся турбтурб. . течениитечении нетнет полногополного

хаосахаоса –– естьесть средниесредние значениязначения ии ((средниесредние) ) отклоненияотклонения отот нихних;;

•• ЭргодичностьЭргодичность –– длядля вычислениявычисления среднихсредних попо результатамрезультатам измеренийизмерений

•• СуществуютСуществуют min, maxmin, max масштабымасштабы турбулентноготурбулентного течениятечения : : пространственныепространственные

масштабымасштабы ((δδδδδδδδ <<<< RR)  )  ии масштабымасштабы временивремени tt,,ТТ ((масштабмасштаб усредненияусреднения)) –– δδδδδδδδ ии tt можноможно

установитьустановить попо анализуанализу пульсацийпульсаций ... ... ::

R ~ (R ~ (размерразмер сечениясечения)),, δδ~(~(νν33//εε))1/41/4, t ~ δδ//uu , T~ RR//UU

•• КвазипериодичностьКвазипериодичность,, существованиесуществование ""спектраспектра пульсацийпульсаций"" величинывеличины ff ((x,tx,t) ) ФФ((k,tk,t), ), 

F(F(xx,,ωω) ) вв турбулентномтурбулентном течениитечении ((существуютсуществуют масштабымасштабы вв пространствепространстве ии временивремени))

•• ЗамечаниеЗамечание.. СпектрСпектр толькотолько приближённоприближённо непрерывеннепрерывен! ! –– дажедаже вв развитойразвитой

турбулентноститурбулентности сс ((псевдопсевдо))заполненнымзаполненным спектромспектром пульсацийпульсаций

ПредположенияПредположения всехвсех статистическихстатистических моделеймоделей турбулентноститурбулентности

ОпытыОпыты сс турбулентнымитурбулентными течениямитечениями позволяютпозволяют заключитьзаключить, , чточто ––

0 0

0

1
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,

T

correlx t x t d x x t d T
T

∞

−∞

θ = θ ω θ θ ⇔ θ = θ + τ τ >> τ∫ ∫

2( , ) ( , ) , 2 / , ( , ) ( , )ikx i t
f x t k t e dk k f x t F x e d

∞ ∞
π ω

−∞ −∞

= Φ = π λ = ω ω∫ ∫
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•• DNS DNS –– direct numerical simulationdirect numerical simulation –– ""безмодельноебезмодельное" " численноечисленное решениерешение УНСУНС, , 

свободноесвободное отот предположенийпредположений, , ноно удовлетворяющееудовлетворяющее физическимфизическим критериямкритериям

пригодностипригодности расчётныхрасчётных сетоксеток ии требованиямтребованиям кк качествукачеству схемсхем аппроксимацииаппроксимации ((важноважно, , 

тт..кк. . подпод ""DNSDNS" " разныеразные авторыавторы могутмогут пониматьпонимать разныеразные егоего реализацииреализации). ). ЭтотЭтот критерийкритерий вв

DNSDNS –– оценкаоценка минмин. . допустимогодопустимого размераразмера сеткисетки: : N~ReN~Re9/49/4 ((ФрикФрик))

ПодходыПодходы кк численномучисленному моделированиюмоделированию турбулентноститурбулентности

•• RANSRANS –– Reynolds averaged Reynolds averaged NavierNavier--StokesStokes (1883)(1883) –– осреднениеосреднение УНСУНС ((смсм..нижениже););

ЗамечаниеЗамечание: : оо различииразличии междумежду ""УУсреднениемсреднением" " ((получениеполучение среднихсредних)) ии

""ООсреднениемсреднением"" ((формулировкаформулировка вв терминахтерминах среднихсредних величинвеличин))

•• LES LES –– Large eddies simulationLarge eddies simulation ((версииверсии: : VLES, DES etc.) VLES, DES etc.) –– еслиесли осреднениеосреднение

РейнольдсаРейнольдса проводитьпроводить сс учётомучётом распределенияраспределения пульсацийпульсаций попо частотамчастотам, , нене включаявключая тете, , 

чточто разрешаютсяразрешаются сеточнымсеточным разбиениемразбиением, , тото получитсяполучится заготовказаготовка длядля LESLES--моделимодели. . 

((ДеталиДетали –– смсм. . обширнуюобширную литературулитературу ...)...)

•• ""АлгебраическиеАлгебраические моделимодели"" –– частныйчастный, , простейшийпростейший случайслучай RANSRANS;;

НетНет универсальнойуниверсальной ии ""точнойточной" " длядля всехвсех случаевслучаев моделимодели турбулентноститурбулентности

•• ““TransitionalTransitional"" моделимодели –– расширениярасширения RANSRANS длядля перемежающейсяперемежающейся турбулентурбулен..
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•• Reynolds Averaged Reynolds Averaged NavierNavier--StokesStokes –– ОсреднениеОсреднение уравненияуравнения НавьеНавье--СтоксаСтокса, , сведениесведение

влияниявлияния турбулентноститурбулентности нана движениедвижение ((импульсимпульс) ) кк источникуисточнику –– тензорныйтензорный объектобъект rrikik. . 

АналогичноАналогично –– длядля уравненийуравнений переносапереноса скаляраскаляра ((температуратемпература, , концентрацияконцентрация). ). 

•• ""ПроблемаПроблема замыканиязамыкания"" –– каккак определитьопределить компонентыкомпоненты тензоратензора напряженийнапряжений

РейнольдсаРейнольдса rrikik? ? –– ПредположенияПредположения: : простаяпростая ии повсеместноповсеместно используемаяиспользуемая –– гипотезагипотеза

БуссинескаБуссинеска ии еёеё аналогианалоги –– введениевведение ""турбулентнойтурбулентной вязкостивязкости". ". ((ЗамечаниеЗамечание –– гипотезагипотеза

БуссинескаБуссинеска ии еёеё недостаткинедостатки разглядываютсяразглядываются ии критикуютсякритикуются ужеуже десяткидесятки летлет, , ноно альтернативнойальтернативной

работоспособнойработоспособной вв CFDCFD моделимодели покапока нетнет ...)...)

•• КакКак определитьопределить этуэту турбтурб. . вязкостьвязкость?? ((АА) ") "АлгебраическиАлгебраически". (". (ББ) ) ВвестиВвести длядля неёнеё ещёещё

уравнениеуравнение. . ВыражаетсяВыражается черезчерез турбулентнуютурбулентную кинкин. . энергиюэнергию –– характеристикухарактеристику потокапотока: : 

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ. . ЕщёЕщё –– диссипациядиссипация ТКЭТКЭ. . УравнениеУравнение длядля диссипациидиссипации ТКЭТКЭ:: µµTT ~~ ρρkk22//εε

~ ~ ρρkk//ωω –– относительноотносительно короткоекороткое ""замыканиезамыкание"" моделимодели..

•• ВВ итогеитоге –– семействосемейство двухпараметрическихдвухпараметрических RANSRANS моделеймоделей: : kk--εε,, kk--ωω и др..

____________________________________________________________________________________________________________________________________

ЭтимЭтим ограничиваетсяограничивается введениевведение вв CFDCFD моделимодели турбулентноститурбулентности ((основанныеоснованные нана RANSRANS). ). 

КК этомуэтому далеедалее –– важныеважные фактыфакты изиз теориитеории ии практикипрактики CFDCFD нана примерахпримерах решениярешения

типовыхтиповых задачзадач.   .   ОстальноеОстальное –– смсм. . вв литературелитературе..

СхемаСхема построенияпостроения RANSRANS моделимодели турбулентноститурбулентности
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RANSRANS--моделимодели –– Reynolds averaged Reynolds averaged NavierNavier--StokesStokes

РейнольдсовоРейнольдсово осреднениеосреднение транспортныхтранспортных уравненийуравнений::

импульсаимпульса, , энергииэнергии, , концентрацииконцентрации

ВместоВместо сложногосложного решениярешения болееболее простыхпростых уравненийуравнений N.N.--S.S.

получимполучим простоепростое решениерешение болееболее сложныхсложных уравненийуравнений RANSRANS

________________________________________________________________________________________________________________

ЗамечаниеЗамечание. . РассмотрениеРассмотрение –– длядля режимоврежимов слабойслабой сжимаемостисжимаемости. . 

ВВ другихдругих случаяхслучаях –– осреднениеосреднение попо ФавруФавру –– длядля энергииэнергии, , температурытемпературы, , скоростискорости,,

берутсяберутся нескольконесколько другиедругие определенияопределения среднихсредних величинвеличин, , чемчем длядля давлениядавления ии

плотностиплотности. . РезультатРезультат –– тоттот жеже ......

Всё встряхни, пригладь, оправь,

Ни морщинки не оставь ...

(Стихотворение из детства)
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•• ВозможныеВозможные способыспособы решениярешения практическойпрактической задачизадачи гидродинамикигидродинамики::

(1)(1) ПолучениеПолучение ((численночисленно) ) решениярешения вв деталяхдеталях ((примерпример)) ии егоего усреднениеусреднение ((попо

пространствупространству, , попо временивремени), ), тт..кк. . обычнообычно нужнонужно нене ~~10101212 чиселчисел, , аа нескольконесколько

интеграловинтегралов ии пространственныхпространственных//временныхвременных зависимостейзависимостей. . 

–– ВозможноВозможно толькотолько вв простейшихпростейших случаяхслучаях, , представляющихпредставляющих ""академическийакадемический интересинтерес" " 

каккак тестовыетестовые примерыпримеры илиили способспособ исследованияисследования турбулентноститурбулентности ((тт..ее., ., такихтаких решенийрешений

УНСУНС). ). ТемТем нене менееменее –– можетможет бытьбыть поставленопоставлено цельюцелью ......

(2)(2) ПолучениеПолучение сразусразу осреднённогоосреднённого решениярешения –– этогоэтого обычнообычно достаточнодостаточно. . 

НоНо –– РешенияРешения какогокакого уравненияуравнения? ? ИИ –– ВсеВсе лили нужныенужные деталидетали учтеныучтены ??

ЭтоЭто достигаетсядостигается посредствомпосредством построенияпостроения моделимодели ((статистическойстатистической) ) ––

•• ТакимТаким образомобразом: : вместовместо ""усредненияусреднения" " –– ""осреднениеосреднение"" –– мелкиемелкие деталидетали строениястроения

потокапотока учтеныучтены ""вв среднемсреднем" " вв самомсамом уравненииуравнении ((rrikik));;

•• КакКак проявляютсяпроявляются этиэти деталидетали, , чточто остаётсяостаётся припри осредненииосреднении? ? –– вопросвопрос

конкретныйконкретный, , решаетсярешается ""попо местуместу" " –– сс многимимногими моделямимоделями турбулентноститурбулентности

ВажнейшаяВажнейшая рольроль –– проверкампроверкам методикиметодики ии получаемыхполучаемых результатоврезультатов: : "V&V""V&V" ––

""верификацияверификация ии валидациявалидация" " –– чточто достойнодостойно отдельногоотдельного обсужденияобсуждения

ЗачемЗачем нужнынужны осреднённыеосреднённые уравненияуравнения, , RANS etc.RANS etc.??
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•• СлучайнаяСлучайная величинавеличина вв точкеточке, , θθθθθθθθ((x,tx,t)): : заданазадана плотностьюплотностью вероятностивероятности ωω((θθθθθθθθ((x,tx,t))))

•• УсреднениеУсреднение ("("попо ансамблюансамблю") ") θθθθθθθθ((xx,,tt))::

((операцияоперация полученияполучения среднегосреднего))

•• ПравилаПравила усредненияусреднения:: действие оператора усреднения в разных случаях –

ДаноДано:                                    ,                       .  :                                    ,                       .  ИмеемИмеем .  .  ДалееДалее::

ПредельныйПредельный переходпереход ии дифференцированиедифференцирование::

•• ДвухточечноеДвухточечное среднеесреднее функциифункции::

•• 22--точечныйточечный моментмомент ((корреляциякорреляция):):

•• ЦентральныйЦентральный 22--моментмомент::

РейнольдсовоРейнольдсово осреднениеосреднение:: RANSRANS_1_1

( , ) ( , ) ( )m x t x t d

∞

−∞

θ ≡ θ ≡ θ = θ ω θ θ∫

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2( ( , ), ( , ), ) ( , , ) ( , )f x t x t t f x x t d d

∞ ∞

−∞ −∞

θ θ = ω θ θ θ θ∫ ∫

c cα = α

0α = β = a a a= + α =

a a a= + α = ,a b a b ab a b+ = + = + αβ

,a a b b= + α = + β

12 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( ( , ), ( , ))M x t x t d d

∞ ∞

− ∞ − ∞

= θ θ = θ θ ω θ θ θ θ∫ ∫

12 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2( )( ) ( )( ) ( ( , ), ( , ))m m m m
m x t x t d d

∞ ∞

−∞ −∞

= θ − θ θ − θ = θ − θ θ − θ ω θ θ θ θ∫ ∫

,
k k

a aa a

t t x x

∂ ∂∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
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•• СредниеСредние ии пульсационныепульсационные составляющиесоставляющие::

•• ООсреднениесреднение уравненияуравнения неразрывностинеразрывности ((слагаемоеслагаемое сс γγγγγγγγ –– маломало ...)...)

•• ООсреднениесреднение уравненияуравнения импульсаимпульса –– подстановкаподстановка ::

, , ,i i i i i i i iu u U p p P G g f= + υ = + υ = + β = + β ρ = ρ + γ = +

( ) ( )( ) ( )

0

i i i i i i

i i

ii i ii i

i i i i i i

U U U

t x t t x

U UU

t x x x x t x x

∂ ρ + γ ∂ ρ + γ + υ ∂ ρ ∂ ρ + γ + ρ υ + γυ∂γ
+ = + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ γυ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ υ ∂ ρ ∂ ρ∂γ ∂γυ
= + + + + = + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2

2

( )( ) ( )( )( )

( )( )
( )

3

i i i i k k

k

j j

i i i i

i j j i j

U U U

t x

UP
U g f

x x x x x

∂ ρ + γ + υ ∂ ρ + γ + υ + υ
+ =

∂ ∂

∂ + υ∂ + β ∂ µ ∂
= − + µ + υ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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раскладываетсяраскладывается::

•• ОсреднениеОсреднение уравненияуравнения импульсаимпульса –– праваяправая частьчасть::

•• ОсреднениеОсреднение уравненияуравнения импульсаимпульса –– леваялевая частьчасть::

•• ПорядокПорядок величинывеличины пульсацийпульсаций плотностиплотности

связанныхсвязанных сс пульсациямипульсациями давлениядавления::

ПорядокПорядок величинывеличины турбулентныхтурбулентных слагаемыхслагаемых сс пульсациейпульсацией плотностиплотности ? ? 

, , ,i i i i i i i iu u U p p P G g f= + υ = + υ = + β = + β ρ = ρ + γ = +

2

2

2

2

( )( )
( )

3

3

j j

i i i i

i j j i j

ji
i

i j j i j

UP
U g f

x x x x x

UP U
g

x x x x x

∂ + υ∂ + β ∂ µ ∂
− + µ + υ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂ ∂ µ ∂
= − + µ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2
2

2 2 2 2
~ ~ ~ , /

U
U

p c c c c

ρ υγ β β υ
= = η η = υ

ρ ρ ρ

( )( ) ( )( )( )i i i i k k
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t x

UUU U U

t t x x x x x
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+ =

∂ ∂

∂ γυ ∂ ρ υ υ ∂ γυ ∂ γυ υ∂ γυ∂ ρ ∂ ρ
= + + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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•• ПятьПять слагаемыхслагаемых сс пульсациямипульсациями, , толькотолько вв одноодно нене входитвходит γγγγγγγγ ~~ ρρρρρρρρηη22((UU22//cc22)) ::

•• ИнтенсивностьИнтенсивность турбулентноститурбулентности –– попо определениюопределению:: ηη=|=|υυ//UU||. . ОбычноОбычно ηη <0<0,1, ,1, тт..ее.  .  γγγγγγγγ

<<<< ρρρρρρρρ припри ММ<<1, 1, ии существенносущественно толькотолько одноодно слагаемоеслагаемое изиз этихэтих пятипяти..

•• УравнениеУравнение РейнольдсаРейнольдса ((RANSRANS):):

•• ДалееДалее будетбудет говоритьсяговориться вв основномосновном оо несжимаемойнесжимаемой жидкостижидкости::

•• ТензорТензор напряженийнапряжений РейнольдсаРейнольдса ((ТНРТНР):):

((корреляциикорреляции компоненткомпонент пульсацийпульсаций скоростискорости))

, , , ,
i i k i k i kk i

k k k k
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∂ γυ ∂ γυ ∂ γυ υ ∂ ρ υ υ∂ γυ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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i kji i k i
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k i j j i j k
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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РейнольдсовоРейнольдсово осреднениеосреднение:: RANSRANS_4_4
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Резюме – что получено?

НапомнимНапомним последовательностьпоследовательность предпосылокпредпосылок ии действийдействий. . СказаноСказано, , чточто ::

•• УравнениеУравнение НавьеНавье--СтоксаСтокса описываетописывает всювсю гидродинамикугидродинамику ньютоновскойньютоновской

жидкостижидкости, , включаявключая деталидетали турбулентноготурбулентного течениятечения;;

•• ТурбулентностьТурбулентность допускаетдопускает описаниеописание вв среднемсреднем, , ии средниесредние параметрыпараметры каккак

правилоправило интересныинтересны;;

•• НеНе надонадо получатьполучать средниесредние значениязначения изиз точныхточных решенийрешений, , надонадо получитьполучить

уравнениеуравнение длядля среднихсредних значенийзначений..

ВВ результатерезультате осредненияосреднения полученополучено уравнениеуравнение RANSRANS::

•• ““Reynolds averaged Reynolds averaged NavierNavier--StokesStokes”” отличаетсяотличается отот NavierNavier--StokesStokes дополнительнымдополнительным

слагаемымслагаемым, , вв которомкотором, , надонадо полагатьполагать, , ии содержатсясодержатся особенностиособенности, , связанныесвязанные сс

турбулентностьютурбулентностью –– всёвсё уу наснас готовоготово??

•• НетНет, , новыеновые слагаемыеслагаемые неизвестнынеизвестны, , этоэто –– макетмакет моделимодели турбулентноститурбулентности. . 

НеобходимоНеобходимо еёеё ««замыканиезамыкание»» –– выражениявыражения длядля компоненткомпонент ТНРТНР;;

•• ДействуяДействуя далеедалее вв этомэтом направлениинаправлении, , следуетследует осреднитьосреднить ии уравненияуравнения переносапереноса

другихдругих величинвеличин –– ихих отличияотличия отот исходногоисходного уравненияуравнения будутбудут интерпретированыинтерпретированы

тактак жеже –– каккак слагаемыеслагаемые, , описывающиеописывающие турбтурб. . эффектэффект. . ПроблемаПроблема замыканиязамыкания

стоитстоит ии длядля этихэтих осреднённыхосреднённых уравненийуравнений. . 

•• ««ЗамыкающиеЗамыкающие соотношениясоотношения»» полученыполучены изиз аналогийаналогий ии анализаанализа, , нана которыекоторые

полезнополезно взглянутьвзглянуть ......
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•• НужныНужны выражениявыражения длядля компоненткомпонент ТНРТНР ((тензортензор напряженийнапряжений РейнольдсаРейнольдса) ) –– ии этоэто ужеуже

заза пределамипределами формализмаформализма..

•• ЕстественноЕстественно разложитьразложить тензортензор напряженийнапряжений нана шаровуюшаровую ии девиаторнуюдевиаторную

составляющиесоставляющие:: турбулентныетурбулентные ««давлениедавление»» ии ««касательныекасательные напряжениянапряжения»»::

««ДавлениеДавление»» -- этоэто ии турбулентнаятурбулентная кинетичкинетич. . энергияэнергия, , оо нейней позжепозже. . КасательныеКасательные

напряжениянапряжения вв ламинарномламинарном потокепотоке ответственныответственны заза вязкоевязкое трениетрение, , откудаоткуда ––

•• ПростаяПростая формальноформально ии прозрачнаяпрозрачная физическифизически : : гипотезагипотеза БуссинескаБуссинеска (1877(1877гг., ., додо

РейнольдсаРейнольдса)) оо турбулентнойтурбулентной вязкостивязкости::

УУ БуссинескаБуссинеска µµТТ нене зависелозависело отот коордкоорд., ., чточто неправильнонеправильно, , тт..кк. . этоэто нене вязкостьвязкость. . КакКак

правилоправило ((вв приложенияхприложениях) ) ТВТВ –– скалярнаяскалярная функцияфункция координаткоординат:  :  µµТТ((xx) .                ) .                СС

формальнойформальной точкиточки зрениязрения –– ТВТВ должнадолжна бытьбыть тензоромтензором 44--гого рангаранга µµijklijkl((xx). ). ВВ обобщенияхобобщениях

теориитеории ТВТВ берётсяберётся тензоромтензором 22--гого рангаранга ... ... ИтакИтак ––

НадоНадо найтинайти функциюфункцию µµТТ((xx)) ((вв обобщенияхобобщениях –– компонентыкомпоненты тензоратензора µµikik((хх) ...). ) ...). КК нейней жеже

можноможно свестисвести ии определениеопределение турбулентноготурбулентного переносапереноса другихдругих величинвеличин. . 

RANSRANS ии другиедругие уравненияуравнения: : проблемапроблема замыканиязамыкания моделимодели осредненияосреднения

2 T

ik ij jk jke eτ = µ → = µ& &
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• Энтальпия (теплосодержание):

• Средние и пульсационные составляющие:

• УравнениеУравнение длядля энтальпииэнтальпии – осреднение:

• Слабая зависимость С(Т) от температуры на итерации – ур-е для Т: 

• УравнениеУравнение длядля концентрацииконцентрации ((парциальнойпарциальной плотностиплотности):):

–– транспорттранспорт ии диффузиядиффузия::

((FLUENTFLUENT –– урур--ее длядля ρρ〈α〉〈α〉

〈α〉〈α〉 –– массоваямассовая долядоля))

ОсреднениеОсреднение уравненийуравнений конвективнойконвективной диффузиидиффузии: : 

теплотепло ии концентрацияконцентрация _1_1

( ) / ( ) ( )( )

REF

T

M REF

T

h T H C T dT C T T T= ρ = ρ ≡ ρ −∫

( ) ( )( ) ( )k k

H

k i i

C T C U T T
S

t x x x

∂ρ + θ ∂ρ + υ + θ ∂ + θ∂
+ = λ +

∂ ∂ ∂ ∂

,i i iu U T T= + υ = + θ
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k k i i

T U T T
C S

t x x x x

∂ υ θ ∂ ∂ ∂ ∂
ρ + + = λ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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k k i i

U
D S
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α
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ρ + + = ρ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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•• ЗамыканиеЗамыкание уравненияуравнения транспортатранспорта скаляраскаляра – по аналогии с гипотезой

Буссинеска предполагается пропорциональность дополнительного потока тепла

градиенту температуры или масс. доли (аналог переноса импульса):

гдегде λλλλλλλλТТ = = турбулентныйтурбулентный коэффкоэфф. . теплопроводноститеплопроводности, , 

κκκκκκκκТТ –– коэффкоэфф. . температуропроводноститемпературопроводности

•• ВводятсяВводятся турбулентныетурбулентные аналогианалоги чиселчисел ПрандтляПрандтля ии ШмидтаШмидта :

–– известныизвестны ...  ...  ВводятсяВводятся::

•• КинетическиеКинетические коэффициентыкоэффициенты вычисляютсявычисляются::

•• СамиСами PrPrTT ии ScScTT –– каккак вв газегазе ((подлежитподлежит проверкепроверке!)!) : : 

________________________________________________________________________________________________________________________________________

ИзИз турбулентнойтурбулентной вязкостивязкости –– всевсе коэффициентыкоэффициенты турбулентноготурбулентного переносапереноса! ! 

СледствиеСледствие ""аналогиианалогии РейнольдсаРейнольдса" " –– турбулентнойтурбулентной ««диффузиидиффузии»»

T
k T

i i

T T

C x x

∂ ∂λ
υ θ = = κ

ρ ∂ ∂

Pr , ScT T
T T

T TD
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κ
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D

ν ν
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κ

,
Pr Sc

T T
T T

T T

D
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ОсреднениеОсреднение уравненийуравнений конвективнойконвективной диффузиидиффузии: : 

теплотепло ии концентрацияконцентрация __22
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•• ДлинаДлина путипути смешениясмешения – газокинетическая аналогия для турбулентной вязкости ((вв

несжнесж. . жидкостижидкости)) –– ""mixing lengthmixing length"  "  ((используетсяиспользуется ии вв RANSRANS--моделяхмоделях ...)...)

АналогАналог –– трениетрение вв газегазе ((дрейфдрейф молекулмолекул ии ""дрейфдрейф пульсацийпульсаций" " –– смсм. . уу ХинцеХинце):):

гдегде llMIXMIX –– ""длинадлина путипути смешениясмешения" (" (пробегапробега), ), υυMIXMIX –– средняясредняя скоростьскорость движениядвижения

пульсацийпульсаций –– газокинетическийгазокинетический аналоганалог гипотезыгипотезы БуссинескаБуссинеска

•• ТурбулентнаяТурбулентная кинетическаякинетическая энергияэнергия ((ТКЭТКЭ)) коррелируеткоррелирует сс υυMIXMIX ::

–– экспериментыэксперименты показываютпоказывают, , чточто пульсациипульсации υυii ии υυkk имеютимеют одинодин порядокпорядок ... ... НесмотряНесмотря

нана поверхностностьповерхностность газокинетическойгазокинетической аналогиианалогии, , онаона даётдаёт полезнуюполезную феноменологиюфеноменологию

–– соотношениесоотношение междумежду величинамивеличинами κκ , , µµТТ ии введённойвведённой llMIXMIX..

УравнениеУравнение длядля κκκκκκκκ выводитсявыводится. . ДляДля замыканиязамыкания потребуетсяпотребуется связьсвязь сс llMIXMIX

•• МасштабМасштаб скоростискорости: : тт..нн. . ""скоростьскорость трениятрения" " ((uuFRFR):):

((используетсяиспользуется длядля обезразмериванияобезразмеривания))

ГазокинетическаяГазокинетическая аналогияаналогия вв турбулентнойтурбулентной вязкостивязкости ии тт..пп..

1

2
T MIX M IXlµ = ρ υ
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•• АлгебраическиеАлгебраические моделимодели ((непосредственноенепосредственное введениевведение турбтурб. . вязкостивязкости))

историческиисторически –– первыепервые, , использовалииспользовали понятиепонятие длиныдлины путипути смешениясмешения ((ПрандтльПрандтль))

•• МоделиМодели, , основанныеоснованные нана уравненииуравнении длядля кинкин. . энергииэнергии турбулентноститурбулентности: : ТКЭТКЭ

•• 11--параметрическиепараметрические –– одноодно уравнениеуравнение вв частчаст. . производныхпроизводных ((ЧДУЧДУ))

ВВ качествекачестве неизвестногонеизвестного параметрапараметра –– ТКЭТКЭ илиили турбтурб. . вязкостьвязкость, , остальноеостальное –– вв

настроечныхнастроечных константахконстантах моделимодели;;

• 22--параметрическиепараметрические ((ии болееболее) ) –– двадва ЧДУЧДУ ((ии кк нимним –– дополнительныедополнительные)) ::

-- 2 : 2 : ПараметрыПараметры: : ТКЭТКЭ ии еёеё диссипациядиссипация, , феноменологическифеноменологически связанныесвязанные сс llMIXMIX

-- ДополнительноДополнительно могутмогут бытьбыть: : перемежаемостьперемежаемость ии дрдр. (. (transitionaltransitional моделимодели))

•• RSM RSM моделимодели –– аппроксимацияаппроксимация каждойкаждой компонентыкомпоненты ТНРТНР. . ЛинейнаяЛинейная илиили нелинейнаянелинейная попо

скоростискорости деформацийдеформаций ((припри этомэтом ноно теплопроводностьтеплопроводность ии диффузиядиффузия обычнообычно

описываютсяописываются черезчерез скалярныескалярные коэффициентыкоэффициенты).).

КлассификацияКлассификация RANSRANS--моделеймоделей
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RANSRANS моделимодели, , основанныеоснованные нана уравненииуравнении длядля

турбулентнойтурбулентной кинетическойкинетической энергииэнергии ((ТКЭТКЭ))

0. 0. ТКЭТКЭ ии еёеё диссипациядиссипация: : ихих существованиесуществование ии рольроль..

1.  1.  УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ –– выводвывод уравненияуравнения::

〈〈〈〈〈〈〈〈уравнениеуравнение длядля КК〉〉〉〉〉〉〉〉 –– уравнениеуравнение длядля 〈〈〈〈〈〈〈〈КК〉〉〉〉〉〉〉〉 == уравнениеуравнение длядля 〈〈〈〈〈〈〈〈k k 〉〉〉〉〉〉〉〉

2.  2.  УравненияУравнения длядля диссипациидиссипации ТКЭТКЭ –– вводввод уравненияуравнения ......

3.  3.  ДвухпараметрическиеДвухпараметрические моделимодели турбулентноститурбулентности kk--εε ии kk--ωω

...
Вот пес без хвоста, 

Который за шиворот треплет кота, 
Который пугает и ловит синицу, 

...
Которая в темном чулане хранится в доме, 
Который построил Джек.

The House that Jack built, Пересказ С.Я.Маршака
Каскадная передача энергии
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•• ЧемЧем выделенавыделена турбулентнаятурбулентная кинкин. . энергияэнергия вв общейобщей энергииэнергии движениядвижения??

•• ФормальноФормально ((ии нана этомэтом основанаоснована процедурапроцедура выводавывода уравненияуравнения)) ТКЭТКЭ выделенавыделена каккак

средняясредняя кинкин. . энергияэнергия –– КакКак этоэто связаносвязано сс турбулентностьютурбулентностью??

•• ДляДля уточненияуточнения приведёмприведём некоторыенекоторые основныеосновные представленияпредставления оо ТТТТ

•• ТТТТ являетсяявляется следствиемследствием неустойчивостинеустойчивости КельвинаКельвина--ГельмгольцаГельмгольца вв потокепотоке –– трениетрение искажаетискажает

линиилинии токатока, , ии онооно нене можетможет тормозитьтормозить развитиеразвитие неустойчивостинеустойчивости –– образуютсяобразуются вихривихри. . ВихрьВихрь

сохраняетсохраняет свойсвой моментмомент импульсаимпульса ии вв определённыхопределённых пределахпределах этоэто устойчивыйустойчивый элементэлемент

структурыструктуры потокапотока. . 

•• НаНа краяхкраях большихбольших вихрейвихрей образуютсяобразуются меньшиеменьшие вихривихри, , ониони порождаютпорождают ещёещё меньшиеменьшие.  .  

ОбразуетсяОбразуется ««каскадкаскад»» вихрейвихрей, , возникающихвозникающих ии распадающихсяраспадающихся. . РаспределениеРаспределение ихих среднихсредних

размеровразмеров характеризуетсяхарактеризуется ""спектромспектром": ": зависимостьюзависимостью количестваколичества вихрейвихрей отот ихих размеровразмеров

илиили энергииэнергии отот волновоговолнового числачисла вихрявихря..

•• ЭнергияЭнергия поступаетпоступает извнеизвне –– ««подпиткаподпитка»» турбулентноститурбулентности. . ВВ стационарномстационарном потокепотоке всявся

подпиткаподпитка диссипируетдиссипирует –– переходитпереходит вв теплотепло. . ЭтотЭтот переходпереход вв турбтурб. . потокепотоке –– путёмпутём передачипередачи

кинкин. . энергииэнергии отот большихбольших кк меньшимменьшим вихрямвихрям –– ""каскадкаскад", ", ии диссипациидиссипации εε вследствиевследствие трениятрения. . 

ДиссипацияДиссипация –– вв малыхмалых вихряхвихрях, , которыекоторые нене порождаютпорождают меньшихменьших. . 

•• ТакимТаким образомобразом ––

•• ЗначительнаяЗначительная частьчасть энергииэнергии движениядвижения потокапотока существуетсуществует вв видевиде вихрейвихрей;;

•• ВихревоеВихревое движениедвижение необратимонеобратимо ии темтем выделеновыделено. . ЕгоЕго энергияэнергия –– этоэто ТКЭТКЭ..

ОтступлениеОтступление: : структураструктура турбулентноститурбулентности ии турбтурб. . кинкин. . энергияэнергия потокапотока
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d~L

•• КаскадКаскад РичардсонаРичардсона ии существованиесуществование конечногоконечного микромасштабамикромасштаба турбулентноститурбулентности

СтруктураСтруктура турбулентноститурбулентности, , масштабымасштабы, , трансформациятрансформация ТКЭТКЭ
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•• ФормальноФормально пространственныепространственные масштабымасштабы естьесть вв преобразованиипреобразовании ФурьеФурье, , этоэто обратноеобратное

волновоеволновое числочисло kk.  .  ((НоНо турбулентныйтурбулентный потокпоток нене состоитсостоит изиз ФурьеФурье--гармоникгармоник ...). ...). СпектральнаяСпектральная

плотностьплотность энергииэнергии состоитсостоит изиз трёхтрёх слагаемыхслагаемых, , ии вв стационарномстационарном потокепотоке::

ПритокПриток энергииэнергии извнеизвне FF тратитсятратится нана диссипациюдиссипацию

DD,, ноно вв разныхразных диапазонахдиапазонах масштабовмасштабов

пульсацийпульсаций: : FF((kk)=0)=0 припри большихбольших kk ии DD((kk)=0)=0 припри

малыхмалых kk ((смсм. . графикиграфики –– ). ). 

u1

u2

Большие вихри порождают малые и, как в

шестернях, линейная скорость |u| конечна. 

Трение на границе вихря порождает новый.

Вязкие потери в объеме вихря ~V/A ~ 1/d.

Сила трения: |Ffr| ~ µ |u1|/d, |u1| ~ |u2|

При d →→→→ 0 трение неограниченно растёт,
вихрь затухает, не успев разогнаться, и

масштаб λλλλ конечен, он не может быть =0.

d ~ λ

L

Каскадная передача энергии

( ) ( ) ( )F k D k E k= − (см. [П.Г.Фрик])

ГрафикГрафик функциифункции EE((kk)) соответствуетсоответствует FF((kk)) ии DD((kk)) согласносогласно уравнениюуравнению балансабаланса

((НапомнимНапомним, , чточто черезчерез kk обозначаетсяобозначается такжетакже ТКЭТКЭ нана едед. . массымассы))

Большие вихри передают энергию меньшим в "каскаде" почти без диссипации

"Каскад"
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СтруктураСтруктура турбулентноститурбулентности формируетформирует требованиятребования кк моделированиюмоделированию

Феноменология трансформации ТКЭ в потоке позволяет сделать выводы, 
существенные для разработки и применения моделей турбулентности:

• Для анализа динамики турбулентного потока ТКЭ и её диссипация важны не только как

формальные параметры модели, но и как физические величины;

• Наличие структуры турбулентности тоже важно, т.к. каскадная передача энергии

движения определяет процесс диссипации энергии, вкачиваемой в поток;

• То, что диссипация ТКЭ происходит на самых малых масштабах, определяет требования к
прямому моделированию (DNS) – до микромасштаба, т.к. диссипация ТКЭ – "обратная

сторона" притока энергии – обе важны для динамики;

• В переносе (примесей, температуры, ...) микромасштаб, вероятно, не так важен, т.к. перенос

вихрями не диффузионный, а "прыжковый": от вихря к вихрю;

• Но применимость моделей типа LES ограничена только частью инерционного интервала. 
LES может быть полезно в моделировании переноса свободной турбулентностью (нужны
ещё критерии применимости), но диссипативный интервал не захватывает, в частности –
некорректно у стенок в погранслое. Это соответствует многолетней практике применения

LES: атмосферные потоки – возможно ..., но часто – "failed" при развитой турбулентности в
теплообменных аппаратах;

• Единственная пока возможность для техники – (полу)эмпирические RANS модели;

(Интересный вопрос – почему очень грубые RANS модели неплохо работают?)
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•• ТурбулентныйТурбулентный потокпоток –– вв однойодной областиобласти пространствапространства, , ноно вв пространствепространстве

скоростейскоростей выделяютвыделяют тритри интервалаинтервала, , нана которыхкоторых происходятпроисходят подпиткаподпитка, , 

каскадкаскаднаяная передачапередача энергииэнергии отот большихбольших кк меньшимменьшим вихрямвихрям ии диссипациядиссипация..

•• ПространственныеПространственные масштабымасштабы ((размерыразмеры вихрейвихрей)) коррелируюткоррелируют сс процессамипроцессами вв

турбулентномтурбулентном потокепотоке. . ВыделяютВыделяют интервалыинтервалы масштабовмасштабов ((смсм. . уу ПП..ФрикаФрика):):

-- внешнийвнешний LL : : масштабмасштаб сечениясечения потокапотока, , нана которомкотором действуетдействует силасила вв потокепотоке

-- инерционныйинерционный llTT : : нана которомкотором происходитпроисходит каскаднаякаскадная передачапередача движениядвижения

-- диссипативныйдиссипативный λλ: : микромасштабмикромасштаб, , колмогоровскаяколмогоровская длинадлина, , нана которомкотором вв

основномосновном происходитпроисходит диссипациядиссипация ((εε –– запомнимзапомним) ) энергииэнергии движениядвижения..

•• ВВ развитойразвитой турбулентноститурбулентности: : λλ << << ll
TT
<<<< LL –– инерционныйинерционный интервалинтервал ««широкийширокий»»

((МасштабМасштаб llTT припри осредненииосреднении соответствуетсоответствует ии некоторымнекоторым другимдругим определениямопределениям ...)...)

•• КлассификацияКлассификация пространственногопространственного разрешенияразрешения моделеймоделей турбулентноститурбулентности::

-- RANSRANS: : масштабмасштаб сечениясечения потокапотока ~~LL, , нана которомкотором ""закачказакачка энергииэнергии" " вв потокпоток;;

-- LESLES: : до масштабамасштаба llTT< L< L ии llTT<<<< L,L, ноно припри развитойразвитой турбулентноститурбулентности ll
TT
>>>> λλλλλλλλ;;

-- DNSDNS: : додо микромасштабамикромасштаба λλ –– всевсе неоднородностинеоднородности типатипа вихрейвихрей вв потокепотоке..

СтруктураСтруктура турбулентноститурбулентности ии пространственныепространственные масштабымасштабы
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ПредположенияПредположения теориитеории КолмогороваКолмогорова ии анализанализ размерностейразмерностей. . МасштабыМасштабы:: λλλλλλλλ,, ll << << LL

РазмерныеРазмерные оценкиоценки вв мелкомасштабноймелкомасштабной турбулентноститурбулентности ((смсм. . [[ФрикФрик]]))
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•Статист. свойства на масштабах l << L не зависят от способа возбуждения турбулентности и

определяются: скоростью диссипации ε, кинематической вязкостью ν и длиной l.

•Статист. свойства в инерционном интервале λλ << << ll << << LL универсальны и зависят только от

скорости диссипации энергии ε и масштаба l (не зависят от вязкости);

•Скорость диссипации энергии ε для данного течения в любой момент времени и в любой точке
пространства одна и та же. Величина ε определяется энергией, вводимой в поток за ед. времени на

единицу массы, передаваемой до диссипативных масштабов (замечание – здесь не учитываются

флюктуации ε, связанные с перемежаемостью – см. у П.Фрика);

Пользуясь этими гипотезами, можно составить размерные комбинации между немногими

характеристиками турбулентности, которые остаются в предположении универсальности.

••ЗаконЗакон КолмогороваКолмогорова--ОбуховаОбухова длядля пульсацийпульсаций скоростискорости δδuull –– однаодна безразмернаябезразмерная комбинациякомбинация

существенныхсущественных вв инерционноминерционном интервалеинтервале величинвеличин δδuull ,, εε,, ll ::

••ЭнергетическийЭнергетический спектрспектр изотропнойизотропной турбулентноститурбулентности ((зз--нн КолмогороваКолмогорова, , зз--нн ««пятипяти третейтретей»») ) 

ЭнергияЭнергия вв инерционноминерционном интервалеинтервале зависитзависит отот пульсацийпульсаций скоростискорости ((ТКЭТКЭ) ) ии диссипациидиссипации::

1/ 3~ ( )lu lδ ε

2 / 3 5 / 3( ) ~E k C kε −−−−
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•• ОценкаОценка микромасштабамикромасштаба турбулентноститурбулентности λλ. . ИсходяИсходя изиз 11--гого предположенияпредположения, , этотэтот масштабмасштаб

можетможет зависетьзависеть толькотолько отот εε ии вязкостивязкости vv. . ПодборомПодбором размерностиразмерности –

– это т.н. "колмогоровский масштаб"

• Оценка через макропараметры L, среднюю скорость U, и число Рейнольдса R=Re:

• Если оценить количество возбуждённых степеней свободы в потоке как (L/ λ)3 (в каждой

точке возможен микровихрь), то оценка минимального размера кубической сетки для
прямого моделирования (DNS) всей структуры турбулентного потока:

– что при R=Re~104 даёт N~109 .

РазмерныеРазмерные оценкиоценки ии возможностивозможности уточнённыхуточнённых подходовподходов
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ТакимТаким образомобразом, , DNSDNS каккак универсальныйуниверсальный методметод анализаанализа турбулентныхтурбулентных теченийтечений, , видимовидимо, , никогданикогда нене

войдётвойдёт вв инженернуюинженерную практикупрактику –– областьобласть примененияприменения ((числачисла ReRe) ) ограниченаограничена, , издержкииздержки нереальнонереально

великивелики, , каккак ии требованиятребования кк квалификацииквалификации ((кк достоверностидостоверности расчётарасчёта))..

DNSDNS вв научныхнаучных исследованияхисследованиях применяетсяприменяется ужеуже давнодавно каккак заменительзаменитель экспериментаэксперимента: : длядля

вычислениявычисления неизмеримыхнеизмеримых величинвеличин вв турбулентноститурбулентности, , влияниявлияния частицчастиц ии дрдр. . 

LESLES частичночастично описываетописывает структуруструктуру потокапотока нана масштабахмасштабах << LL, , ноно надонадо смотретьсмотреть, , нужнонужно лили этоэто: : вв

свободнойсвободной турбулентноститурбулентности –– полезнополезно, , ноно вв теплообменныхтеплообменных аппаратахаппаратах границыграницы потокапотока существеннысущественны, , 

точностьточность LESLES вв основномосновном объёмеобъёме часточасто избыточнаизбыточна, , уу границграниц жеже онаона недостаточнанедостаточна, , ии здесьздесь всёвсё

равноравно используютсяиспользуются RANSRANS подходыподходы –– каковыкаковы ценацена//качествокачество??

3 1/ 4~ ( / )λ ν ε

3 1/ 4 3 3 1/ 4 3 4 3 3 1/ 4 3 / 4~ ( / ) ~ ( / ) ~ ( / ) ~L U L U L LRλ ν ε ν ν −−−−

3 / 4 3 9 / 4~ ( / ) ~N L LR R
−−−−
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•• МеханическаяМеханическая ((кинетическаякинетическая) ) энергияэнергия турбулентноготурбулентного движениядвижения –– ключевоеключевое

понятиепонятие. . ЕёЕё эволюцияэволюция вв потокепотоке –– каскадкаскад РичардсонаРичардсона ии механизммеханизм диссипациидиссипации –– тото

немногоенемногое, , чточто нагляднонаглядно вв ТТТТ.  .  КинКин. . энергияэнергия пульсационногопульсационного движениядвижения можетможет бытьбыть

выделенавыделена аналогичноаналогично теплутеплу ––

•• НеобратимостьНеобратимость переходаперехода энергииэнергии поступательногопоступательного движениядвижения вв мелкомасштабноемелкомасштабное

вращательноевращательное ии теплотепло: : порождениепорождение ТКЭТКЭ, , еёеё диссипациядиссипация. . ЕщёЕщё болееболее наглядныйнаглядный

показательпоказатель необратимостинеобратимости ((ноно нене энергетическийэнергетический) ) ––

•• ИнтегралИнтеграл отот завихрённостизавихрённости –– энстрофияэнстрофия ((получаетсяполучается изиз уравненияуравнения длядля КЭКЭ)) ––

««пульсационныйпульсационный»» аналоганалог энтропииэнтропии вв маломмалом объёмеобъёме VV::

,               ,               ((kk –– волновоеволновое числочисло!) !) 

ΩΩΩΩΩΩΩΩ растётрастёт отот большихбольших кк малыммалым вихрямвихрям, , ии дроблениедробление потокапотока –– энстрофияэнстрофия;;

•• ВВ двухпараметрическихдвухпараметрических RANSRANS--моделяхмоделях урур--яя генерациигенерации, , транспортатранспорта ии диссипациидиссипации

ТКЭТКЭ, , тт..ее. . величинвеличин kk, , εε илиили тт..пп. . существеннысущественны длядля замыканиязамыкания;;

•• УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ потокапотока естьесть следствиеследствие уравненияуравнения движениядвижения. . КинКин. . энергияэнергия

формальноформально учтенаучтена вв полномполном уравненииуравнении энергииэнергии. . НоНо средняясредняя кинкин. . энергияэнергия, , тт..ее. . ТКЭТКЭ

–– этоэто отдельнаяотдельная характеристикахарактеристика. . ОнаОна вычленяетсявычленяется изиз уравненияуравнения длядля полнойполной

энергииэнергии –– смсм. . далеедалее..

РезюмеРезюме ии введениевведение: : уравнениеуравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _1_1

21
( ( )) | |

2
V

V x rot u dVΩ = ∫
r
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2 2 / 3 1/ 3( ) ~ ( ) ~k k E k kεΩΩΩΩ
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ВВ RANSRANS--моделимодели уравненияуравнения длядля ТКЭТКЭ ии диссипациидиссипации ТКЭТКЭ естьесть вово всехвсех 22--хх

параметрическихпараметрических моделяхмоделях ии ихих расширенияхрасширениях..

ПолучениеПолучение уравненияуравнения длядля ТКЭТКЭ –– последовательностьпоследовательность ::

•• ПолнаяПолная, , тепловаятепловая ии кинетическаякинетическая энергияэнергия потокапотока: : кинетическаякинетическая ((энергияэнергия

макроскопическогомакроскопического движениядвижения) ) ии внутренняявнутренняя ((потенциальнаяпотенциальная++тепловаятепловая): ): 

•• ИзменениеИзменение энергииэнергии –– транспорттранспорт, , работаработа внутреннихвнутренних силсил, , представленныхпредставленных тензоромтензором

напряженийнапряжений σσikik, , внешниевнешние источникиисточники –– притокприток теплатепла ии работаработа внешнихвнешних силсил =S=See ((σσikik= = ––

ppδδikik/3+s/3+sikik):):

•• МожноМожно выделитьвыделить уравненияуравнения: : аа))длядля энтальпииэнтальпии ((теплотепло); ); бб) ) длядля всейвсей внутреннейвнутренней энергииэнергии; ; 

вв) ) длядля полнойполной кинетическойкинетической энергииэнергии ((КЭКЭ) ) потокапотока

•• ВводитсяВводится средняясредняя КЭКЭ ((СКЭСКЭ), ), связаннаясвязанная сосо среднейсредней скоростьюскоростью, , ии ТКЭТКЭ: : КЭКЭ пульсацийпульсаций

((каккак вв RANSRANS). ). УравнениеУравнение длядля КЭКЭ разделяетсяразделяется нана уравненияуравнения СКЭСКЭ ии ТКЭТКЭ

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _2: _2: планплан полученияполучения

P TE I K E E K= + = + +

k k i ik
e

i k k

u E u p u sE
S

t x x x

∂ ∂ ∂∂
+ = − + +

∂ ∂ ∂ ∂
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•• КинетическаяКинетическая энергияэнергия потокапотока::

ТождествоТождество:  :  

•• УравнениеУравнение длядля кинетическойкинетической энергииэнергии можетможет бытьбыть полученополучено изиз уравненияуравнения

импульсаимпульса егоего свёрткойсвёрткой сс векторомвектором скоростискорости

ии подстановкойподстановкой изиз тоготого тождестватождества : : 

•• ОноОно описываетописывает всювсю кинетическуюкинетическую энергиюэнергию потокапотока. . ПодставимПодставим определяющееопределяющее

соотношениесоотношение длядля тензоратензора вязкихвязких напряженийнапряжений::

•• ДляДля несжимаемойнесжимаемой жидкостижидкости уравнениеуравнение полнойполной КЭКЭ приметпримет видвид ––

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _3: _3: полнаяполная КЭКЭ

2

k ku u
K

ρ
=

2( ) ( ) 2 ( )k i i k i i i k i
i

k k k

K u K u u u u u u u u
u

t x t x t x

∂ ∂ ∂ρ ∂ ρ ∂ρ ∂ρ
+ = + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

k ki
i i

k i k

K u K p s
u u

t x x x

∂ ∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂ ∂

2

3

jk k i i k
i ik

k k i k k i j

uK u K u p u u u
p u

t x x x x x x x

 ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − − + µ + − δ  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

k k i k
i

k k k k i

K u K u p u u
u

t x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + µ + 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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•• УравнениеУравнение длядля кк..ээ. . среднегосреднего движениядвижения –– тактак жеже: : свёрткасвёртка RANSRANS сс UU
ii
::

((вязкостьвязкость постояннапостоянна))

ВычтемВычтем изиз урур--яя длядля полнойполной КЭКЭ, , остатокостаток будетбудет описыватьописывать эволюциюэволюцию ТКЭТКЭ

• АппроксимацияАппроксимация слагаемыхслагаемых: : введёмвведём пульсационныепульсационные составляющиесоставляющие::

•• ОсреднениеОсреднение уравненияуравнения полнойполной кинетическойкинетической энергииэнергии KK ::

•• КК становитсястановится среднейсредней кинетическойкинетической турбулентнойтурбулентной энергиейэнергией..

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _4: _4: КЭКЭ пульсацийпульсаций

, ,i i iu U p P K K= + υ = + β = + κ

2

2

k ik i i
i i

k k i k

K U K PU U
U U

t x x x x

∂ρ υ υ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + µ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

1 1
( )( ) ( )( )( )

2 2

( )( ) ( ) ( )
( )

k k k k k k i i i i

k

k k i i k k
i i

k k k i

U U U U U
t x

U P U U
U

x x x x

∂ ∂
ρ + υ + υ + ρ + υ + υ + υ =

∂ ∂

∂ + υ + β ∂ ∂ + υ ∂ + υ
= − + µ + υ + 

∂ ∂ ∂ ∂ 
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•• ПреобразованиеПреобразование левойлевой частичасти::

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _5: _5: осреднениеосреднение

1 1
( )( ) ( )( )( )

2 2

( 2 )
2 2 2

1 1 1

2 2 2

k k k k k k i i i i
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k k k k k i i k i i k i i k i i

k

k i i k i i k i i k i i

k k k k
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U U U U U U U
t t x

K U U U U U

t t x x x x

K U K U

t t x

∂ ∂
ρ + υ + υ + ρ + υ + υ + υ =

∂ ∂

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ
= + υ υ + + υ υ υ + υ υ + υ υ =

∂ ∂ ∂

∂ ∂ρκ ∂ρ ∂ρυ υ υ ∂ρ υ υ ∂ρυ υ
= + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ρκ ∂ ρκ
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂

1

2

k i i i k i
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U

x x x

 ∂ρυ υ υ ∂ρ υ υ
+ +  ∂ ∂ 
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•• ПреобразованиеПреобразование правойправой частичасти ((полагаемполагаем вязкостьвязкость постояннойпостоянной):):

•• ЗдесьЗдесь учтеноучтено, , чточто

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _6_6: осреднениеосреднение

2
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2

2
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i i i i
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k i
i

k k

U P U U
U

x x x x

U P U U
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∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂υ β ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂υ ∂ ∂υ
= − − + µ + µ + µ υ + µ υ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂υ β ∂ ∂υ
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∂ ∂
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υ β ∂ ∂υ υ ∂υ ∂υ
+ µ − µ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂υ β ∂υ ∂υ ∂ ∂κ
= − + µ − − µ + µ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

i i i i i i i i
i i
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∂ ∂υ ∂ ∂υ ∂υ ∂υ ∂ ∂υ υ ∂υ ∂υ
υ = υ − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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•• ПослеПосле преобразованияпреобразования –– осреднённоеосреднённое уравнениеуравнение длядля всейвсей кк..ээ.. K= K= 〈〈〈〈〈〈〈〈KK〉〉〉〉〉〉〉〉++кк::

•• ВычитаемВычитаем изиз негонего почленнопочленно уравнениеуравнение длядля среднейсредней кк..ээ. . потокапотока 〈〈〈〈〈〈〈〈KK〉〉〉〉〉〉〉〉 ::

•• ПолучимПолучим ""осреднённоеосреднённое уравнениеуравнение" " илиили ""уравнениеуравнение длядля среднейсредней" " ТКЭТКЭ::

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _7: _7: отделениеотделение ТКЭТКЭ
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•• СС учётомучётом соотношениясоотношения ((rrikik –– тензортензор напряженийнапряжений РейнольдсаРейнольдса):):

•• ПолучимПолучим уравнениеуравнение длядля турбулентнойтурбулентной кинкин. . энергииэнергии κκ::

•• илиили

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _8: _8: преобразованиепреобразование

k i i k i k i i k i i i
i i k i ik

k k k k k k

U U U U
U U r

x x x x x x

∂ρ υ υ ∂ρ υ υ ∂ρυ υ ∂ρ υ υ ∂ ∂
− + = − + = ρυ υ = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2

k i i i k i i k
ik

k k k k k k k k

U U
r

t x x x x x x x x

∂ρκ ∂ ρκ ∂ ∂υ ∂υ ∂ ∂κ ρ ∂υ υ υ ∂υ β
+ = − µ + µ − −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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k i i i
ik k i i k

k k k k k k

U U
r

t x x x x x x

∂κ ∂ κ ∂ ∂υ ∂υ ∂ ∂κ
ρ + ρ = − µ + µ − ρυ υ υ − υ β 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

изменение порождение

потоком

транспорт диссипация в

потоке

молекулярная

"диффузия" "диффузия"
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•• ФизическаяФизическая интерпретацияинтерпретация ии преобразованиепреобразование ««диффузионногодиффузионного»» транспортатранспорта ТКЭТКЭ

пульсациямипульсациями: : малостьмалость ((DNSDNS--расчётырасчёты) ) пульсацийпульсаций давлениядавления ββ; ; приведениеприведение кк видувиду

переносапереноса ТКЭТКЭ потокомпотоком –– ии полагаетсяполагается пропорциональностьпропорциональность градиентуградиенту ::

•• ОпределимОпределим скоростьскорость диссипациидиссипации ТКЭТКЭ εεεεεεεε ::

•• ИтакИтак, , уравнениеуравнение длядля ТКЭТКЭ ::

((срср. . сс осреднённымосреднённым уравнениемуравнением RANSRANS))

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _9: _9: интерпретацияинтерпретация
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ik
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∂κ ∂ κ ∂ ∂ µ ∂κ
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ρ ∂ ∂ ∂ ∂
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ФизическийФизический смыслсмысл достигнутогодостигнутого: ": "энергетическоеэнергетическое" " замыканиезамыкание моделимодели турбтурб..

•• КинКин. . энергияэнергия потокапотока –– неинтереснанеинтересна, , еслиесли точноточно известныизвестны скоростискорости. . НоНо известныизвестны

лишьлишь средниесредние, , ии ТКЭТКЭ –– ""мерамера турбулизациитурбулизации" " –– выступаетвыступает нана первыйпервый планплан вв

осреднённомосреднённом описанииописании. . УравнениеУравнение длядля неёнеё полученополучено ––

•• ВыделениеВыделение энергииэнергии пульсацийпульсаций изиз полнойполной кинетическойкинетической энергииэнергии:: урур--ее ТКЭТКЭ;;

•• ""КаскадКаскад"": : передачапередача энергииэнергии движениядвижения отот крупныхкрупных кк мелкиммелким вихрямвихрям, , диссипациядиссипация ––

генерациягенерация ТКЭТКЭ κκ заза счётсчёт подпиткиподпитки извнеизвне, , перекачкаперекачка вв мелкиемелкие вихривихри, , диссипациядиссипация

εεεεεεεε; ; 

ЭтоЭто необходимыенеобходимые элементыэлементы описанияописания вв терминахтерминах энергииэнергии: : ((κκ) ) kk,, εε ((илиили ωω) ) 

•• ""СкоростьСкорость диссипациидиссипации ТКЭТКЭ":  ":  εε ии ωω==εε//kk ((относительнаяотносительная скорскор. . диссипациидиссипации););

•• kk ии εεεεεεεε ((илиили ωωωωωωωω)) –– функциифункции координаткоординат: ": "пространствопространство скоростейскоростей" " вв каждойкаждой точкеточке

((частицечастице) ) потокапотока, , онооно имим формируетсяформируется ии переноситсяпереносится ......

•• ИнтерпретацияИнтерпретация ωωωωωωωω ((АА..НН..КолмогоровКолмогоров)): : этоэто –– средсред. . частотачастота пульсацийпульсаций, , онаона связанасвязана сс

вихревымвихревым движениемдвижением,  ,  ωωωωωωωω22 –– средняясредняя кинкин. . энергияэнергия вихрявихря..

УравнениеУравнение длядля ТКЭТКЭ вв RANSRANS--моделимодели _10: _10: резюмерезюме
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•• ФизическийФизический смыслсмысл скоростискорости диссипациидиссипации ТКЭТКЭ понятенпонятен –– естьесть генерациягенерация ии

транспорттранспорт ТКЭТКЭ –– естьесть ии переходпереход вв теплотепло ((исчезновениеисчезновение) ) ТКЭТКЭ. . СтокСток ТКЭТКЭ связансвязан сс

ТКЭТКЭ, , ноно нене вполневполне определёнопределён –– нужнонужно ещёещё уравнениеуравнение –– какоекакое??

•• УравнениеУравнение, , видимовидимо, , должнодолжно бытьбыть аналогичныманалогичным уравнениюуравнению длядля ТКЭТКЭ, , тт..ее. . ––

•• ЕщёЕщё разраз –– изиз чегочего состоитсостоит уравнениеуравнение транспортатранспорта потоком::

НужноНужно ещёещё одноодно уравнениеуравнение.  .  ДляДля скоростискорости диссипациидиссипации ТКЭТКЭ

/115
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ρ + ρ = − ρε + µ + 

∂ ∂ ∂ ∂ σ ∂ 

изменение порождение

потоком

транспорт диссипация

диффузия

ФормулировкаФормулировка дополнительногодополнительного уравненияуравнения –– определениеопределение оставшегосяоставшегося

независимогонезависимого параметрапараметра моделимодели ((диссипациядиссипация) ) –– этоэто дведве задачизадачи::

1)1) ВВ предположениипредположении слабойслабой зависимостизависимости развитойразвитой турбулентноститурбулентности отот свойствсвойств

жидкостижидкости –– выводвывод соотношенийсоотношений междумежду параметрамипараметрами ии ––

2)2) ЕщёЕщё уравнениеуравнение транспортноготранспортного типатипа длядля εε илиили ωωωωωωωω..

Другие источники:

плавучесть, ...
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•• ОО полученииполучении выражениявыражения ((уравненияуравнения) ) длядля диссипациидиссипации ТКЭТКЭ ии другихдругих ::

(Wilcox)(Wilcox) ... ... ““drastic surgerydrastic surgery”” ...... –– получаемыхполучаемых уравненийуравнений моментовмоментов etc.etc.

•• ПриПри полученииполучении выраженийвыражений руководствуемсяруководствуемся принципомпринципом::

... ... to to avoid modeling the differential equationsavoid modeling the differential equations rather than the physics of rather than the physics of 

turbulence.turbulence..... (см. с.105)

•• РанееРанее былобыло соотношениесоотношение

•• ЕстьЕсть уравнениеуравнение длядля kk ии вв негонего вошловошло εεεεεεεε. . АнализАнализ размерностейразмерностей::

If both properties are assumed to be strictly functions of the turbulence independent of 

natural fluid properties such as molecular viscosity, then purely dimensional 

arguments [Taylor (1935)] show that 

•• ИИ переходимпереходим кк уравнениюуравнению длядля εεεεεεεε:: конвектконвект. . диффузиядиффузия, , источникиисточники ... ... 

•• ИсторическиИсторически сначаласначала былобыло предложенопредложено уравнениеуравнение длядля относительнойотносительной

скоростискорости ((мощностимощности) ) диссипациидиссипации ТКЭТКЭ –– относительноотносительно kk::

1 / 2~T M IXlµ ρ κ

2 3 / 2~ / , ~ /T MIXlµ κ ε κ ε

/ω = ε κ
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ЗнаяЗная диссипациюдиссипацию ТКЭТКЭ получимполучим ии турбтурб. . вязкостьвязкость –– ««замыканиезамыкание»»
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•• УравнениеУравнение длядля ωωωωωωωω (исторически 1-я модель Т. – А.Н.Колмогоров, 1941):

• получено «из общих соображений»; записано для ω, не для ω2 (энстрофии); сток ε

пропорционален ω2: замедление и исчезновение вращения в потоке;

•• позжепозже (Wilcox, ...)(Wilcox, ...) былибыли добавленыдобавлены production termproduction term ии молекулярмолекуляр. . вязкостьвязкость::

-- порождениепорождение ((productionproduction) ) ωωωωωωωω отот основногоосновного потокапотока –– диссипациядиссипация kk растётрастёт нана малыхмалых

масштабахмасштабах –– следствиеследствие каскаднойкаскадной передачипередачи ТКЭТКЭ отот большихбольших вихрейвихрей

-- молекулярнаямолекулярная вязкостьвязкость –– длядля постановкипостановки грангран. . условийусловий уу стенкистенки вв вязкомвязком

подслоеподслое –– гдегде турбулентностьтурбулентность нулеваянулевая

•• ВВ такомтаком видевиде –– близкоблизко кк стандартнойстандартной моделимодели kk--ωωωω

•• ОпределениеОпределение коэффициентовкоэффициентов моделимодели –– изиз расчётоврасчётов модельныхмодельных задачзадач, , DNSDNS--

расчётоврасчётов –– отдельнаяотдельная большаябольшая задачазадача ......

kk--ωωωωωωωω модельмодель турбулентноститурбулентности

2k
T

k k k

U

t x x x

∂ω ∂ ω ∂ ∂ω
ρ + ρ = −ξρω + ηµ

∂ ∂ ∂ ∂

2 ( )k i
ik T

k k k k

U U
r

t x x x x

∂ω ∂ ω ω ∂ ∂ ∂ω
ρ + ρ = α − ξρω + µ + ηµ

∂ ∂ κ ∂ ∂ ∂
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•• СистемаСистема уравненийуравнений сс выражениямивыражениями длядля источниковисточников ии коэффициентовкоэффициентов::

Gk , Gωωωω – источник за счёт градиента средней скорости

Y         – dissipation due to turbulence

Sωωωω , Sk – пользовательские источники

( см. Fluent manual ... )

kk--ωω модельмодель турбулентноститурбулентности вв FluentFluent
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•• УравненияУравнения: The exact equation for εεεε is derived by taking the following moment of 

the Navier-Stokes equation.

•• After a After a considerable amount of algebraconsiderable amount of algebra, the following equation for , the following equation for εε resultsresults::

•• СлагаемыеСлагаемые::

•• Production of DissipationProduction of Dissipation

•• Dissipation of DissipationDissipation of Dissipation

•• and the sum of Molecular Diffusion of Dissipation and Turbulent and the sum of Molecular Diffusion of Dissipation and Turbulent Transport of Transport of 

Dissipation, respectively. Dissipation, respectively. 

These correlations are essentially impossible to measure with anThese correlations are essentially impossible to measure with any degree of y degree of 

accuracyaccuracy –> ““drastic surgerydrastic surgery”” ...

kk -- εε модельмодель турбулентноститурбулентности –– уравнениеуравнение длядля εε ??
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СистемаСистема уравненийуравнений вместевместе сс определениямиопределениями источниковисточников ии фиксированнымфиксированным

наборомнабором коэффициентовкоэффициентов –– этоэто «StandardStandard k k -- εεεεεεεε modelmodel»»

k – здесь уже – ТКЭ;

Gk – источник за счёт градиента средней скорости;

Gb – источник за счёт архимедовых сил (важно для конвективных течений);

Sεεεε , Sk – пользовательские источники;

G2εεεε и др. – коэффициенты ;

( см. FLUENT manual ... )

kk--εεεεεεεε модельмодель турбулентноститурбулентности вв FluentFluent
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RANS and CFDRANS and CFD:: истокиистоки

коммерческойкоммерческой вычислительнойвычислительной гидродинамикигидродинамики

...
Каким ты был, таким ты и остался,

Но ты мне дорог и такой ...

М. Исаковский, И. Дунаевский, песня из к/ф
"Кубанские казаки"
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((WilcoxWilcox))::

1. flows with sudden changes in mean strain rate1. flows with sudden changes in mean strain rate; (; (ступенькаступенька, , диффузордиффузор ......))

2. flow over curved surfaces; 2. flow over curved surfaces; ((гибыгибы))

3. flow in ducts with secondary motions;3. flow in ducts with secondary motions; ((каналканал прямоугольногопрямоугольного сечениясечения))

4. flow in rotating and stratified fluids;4. flow in rotating and stratified fluids; ((вращающаясявращающаяся трубатруба, ...), ...)

5. three5. three--dimensional flows; dimensional flows; ((разныеразные ...)...)

6. flows with boundary6. flows with boundary--layer separationlayer separation ((отрывотрыв погранпогран. . слояслоя ...) ...) 

7. 7. затопленнаязатопленная осесимметричнаяосесимметричная струяструя ((отклонениеотклонение отот симметричностисимметричности...)...)

НоНо –– 22--параметрическиепараметрические RANSRANS--моделимодели –– этоэто::

““The working horses of the engineering calculationsThe working horses of the engineering calculations””

______________________________________________________________________________________________________________________________________

•• ВычислительнаяВычислительная гидродинамикагидродинамика: : Computational Fluid Dynamics Computational Fluid Dynamics –– CFD CFD 

•• ПервыйПервый коммерческийкоммерческий пакетпакет нана основеоснове kk--ee моделимодели: : Phoenix Phoenix (70(70--ее гггг.).)

•• РуководительРуководитель работработ –– B.B. SpaldingSpalding:: ““The father of CFDThe father of CFD””

ИзвестныИзвестны неточностинеточности RANSRANS--моделеймоделей, , чточто нене отменяетотменяет подходаподхода: : CFDCFD

/115



А.С.Филиппов.     Турбулентность и её моделирование 58/115

ВычислительнаяВычислительная гидродинамикагидродинамика: : CFDCFD ((изиз лекцийлекций B.SmithB.Smith''аа, PSI, PSI))
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ВычислительнаяВычислительная гидродинамикагидродинамика _2_2
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ВычислительнаяВычислительная гидродинамикагидродинамика _3_3
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ВычислительнаяВычислительная гидродинамикагидродинамика _4_4
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ОтступлениеОтступление: : оо сеткахсетках ии сеточныхсеточных примитивахпримитивах

СтруктурныеСтруктурные элементыэлементы конечноконечно--разностнойразностной ((контрольноконтрольно--объёмнойобъёмной) ) илиили конечноконечно--

элементнойэлементной моделимодели расчётнойрасчётной областиобласти ((смсм. . отдотд. . файлфайл))

_______________________________________________________________________________________________________________________                  ___                  

1.  1.  ДаноДано –– системасистема уравненийуравнений вв частныхчастных производныхпроизводных нана областиобласти ΩΩΩΩΩΩΩΩ

2.  2.  ЗаданаЗадана схемасхема дискретизациидискретизации –– сведениесведение чч..дд..уу. . кк системесистеме алгалг. . урур--ийий

3. 3. ОбластьОбласть ΩΩΩΩΩΩΩΩ разбиваетсяразбивается нана дискретныедискретные элементыэлементы ((ячейкиячейки) ) –– сеткасетка. . 

ЗаданиеЗадание грангран. . условийусловий, , моделированиемоделирование физическифизически сложныхсложных задачзадач etc.etc.

требуюттребуют детализациидетализации сеточногосеточного разбиенияразбиения ии формированияформирования минимальныхминимальных

представленийпредставлений оо сеткахсетках ии методеметоде дискретизациидискретизации::

4. 4. ОО методеметоде контрольныхконтрольных объёмовобъёмов вв CFDCFD..

"Как сделать наши идеи ясными"

Название основополагающего труда Ч.Пирса,
основателя прагматизма в философии



((смсм. . отдельныйотдельный файлфайл))



Решение основной системы уравнений в CFD-коде

Сжимаемая жидкость, явная схема: density-based solver

- совместно решаются все ур-я, кроме турбулентности (и силовых) 

Сжимаемая/несжимаемая – неявная: pressure-based solver –

В цикле по итерациям:

А.  Уравнения потока (разные методы)

Б.  Остальные уравнения:

- турбулентность

- энергия

- концентрация примеси

etc.

В. Подстановки вычисленного в уравнения потока (турб. вязкость, ...)

– продолжение/выход из цикла

Die erste Kolonne marschiert,

Die zweite Kolonne marschiert …

Л.Н. Толстой, Война и мир
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•• ОбщаяОбщая формаформа

•• УравнениеУравнение неразрывностинеразрывности

•• УравнениеУравнение НавьеНавье--СтоксаСтокса ((постояннаяпостоянная вязкостьвязкость))

•• НесжимаемаяНесжимаемая жидкостьжидкость ((ρρ==constconst) ) безбез источниковисточников массымассы: : 

•• ГраничныеГраничные условияусловия ...... УравненияУравнения состояниясостояния ...... pp==pp((ρρ),), pp==pp((TT,,ρρ),), …

ρρ –– плотностьплотность, , pp –– давлениедавление ,  ,  uuii –– компонентыкомпоненты скоростискорости , , ggii –– плотностьплотность внешнихвнешних силсил,    ,    µµ ––

динамическаядинамическая вязкостьвязкость, , тензортензор напряженийнапряжений: : σσikik= = ––1/31/3ppδδikik + + ssikik

УравненияУравнения движениядвижения ((flow equationsflow equations))

2 2

( )
3

i i k ik
i i j i

k i k i j j j i

u u u p s p
G u u G

t x x x x x x x x

∂ρ ∂ρ ∂ ∂ ∂ ∂ µ ∂
+ = − + + = − + µ + β + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( 0)i

i

u
m

t x

∂ρ ∂ρ
+ = =

∂ ∂

21i i k i i
k i i

k k i j j

u u u u u p
u u g

t x t x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + = − + ν +

∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
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∂
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РешениеРешение уравненийуравнений движениядвижения вв CFDCFD--кодекоде

•• РешениеРешение длядля сжимаемойсжимаемой жидкостижидкости : : плотностьплотность черезчерез давлениедавление подставляетсяподставляется изиз

уравненияуравнения состояниясостояния, , имеемимеем четыречетыре уравненияуравнения длядля 44--хх неизвестныхнеизвестных, , давлениедавление входитвходит

вово всевсе. . РешениеРешение системысистемы: : аа))методомметодом расщеплениярасщепления ((поочерёднопоочерёдно, , попо уравнениюуравнению)  )  илиили

бб))совместносовместно ......

•• ВВ случаеслучае несжимаемойнесжимаемой жидкостижидкости ρρ==constconst:: –– толькотолько скоростьскорость

–– ии давлениедавление, , ии скоростьскорость

•• ВводитсяВводится уравнениеуравнение длядля давлениядавления –– дивергенциядивергенция уравненияуравнения движениядвижения,,

–– праваяправая частьчасть

–– леваялевая частьчасть

–– уравнениеуравнение длядля давлениядавления

2

1 1
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Решение уравнений движения несжимаемой жидкости

0====
∂∂∂∂

∂∂∂∂

k

k

x

u

Проблема – отличие ≠0, скорости, определяемые из НС при вычисленном давлении, не
удовлетворяют уравнению непрерывности (погрешность).

Решение – коррекция полученных скоростей – по ур-ю непрерывности вычисляются
поправки к давлению, подставляются в ур-е НС, вычисляются скорости и т.д. Процедура
называется pressure-velocity coupling. 

Способы pressure-velocity coupling: SIMPLE, SIMPLEC, PISO, их версии

SIMPLE – Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations

PISO – Pressure Implicit with Splitting of Operators

2. Coupled solution – не метод расщепления, а одновременное решение уравнений
неразрывности (или давления) и импульса в одной системе (4-кратного размера)

1i i
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k i

u u p
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t x x
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2 2 ( )i k
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ρ

∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂ ∂

– в уравнение непрерывности – скорости подставляются,  

определяется отличие от div u=0

– Уравнение для давления: решается

– Компоненты скорости – определяются

1. Метод расщепления (поочерёдное решение уравнений)
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"Решатели" (solvers) уравнений движения

Density-based – только сжимаемая жидкость; 

Решение уравнений движения – исключение плотности –

в Fluent – сопряжённое (coupled) решение 4-х уравнений
По времени: 

• явный (система уравнений газодинамики) – условие Куранта !

• неявный (неявная схема интегрирования по времени)

• стационарный

Pressure-based – как несжимаемая, так и сжимаемая жидкость (малые

скорости, большие давления)
Решение уравнений движения – через уравнение давления: 

• сопряжённый (coupled)

• расщепления (segregated)

По времени:
• всегда неявный

• (не)стационарный
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Pressure-based алгоритм решения уравнений движения в Fluent
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Этапы pressure-based решения уравнений в CFD-коде

Внутренние и внешние итерации

1) итерации по давлению (внутренние) на каждой внешней итерации
2) внешняя итерация

3) шаги по времени в нестационарных задачах

(демонстрация итераций etc. – в расчёте – опция verbose=2)

На что в основном тратится время в расчёте? – обычно – на уравнение

давления (segregated solver) или динамики жидкости (coupled): делается много
внутренних итераций. Остальные уравнения: для турбулентных величин, энергии, 

состава etc. часто решаются гораздо быстрее.

Это следует иметь в виду при выборе решателей, моделей etc. для нестационарных
задач (много шагов по времени) – если данный набор опций допускает большой

шаг по времени – остальное часто можно простить (лишнее уравнение, 
дополнительная оперативная память ...)
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Решение уравнений в CFD-коде: методы дискретизации

Выбор схемы дискретизации транспортных ур-й (pressure-based solver!)
а) 1-й порядок – монотонная сходимость, но – численная диффузия
б) 2-й порядок (при наличии нелинейного конв. слагаемого – условно 2-й ...) –

точнее, фактически – только при 2-м порядке можно рассчитывать на точность, но
возможна немонотонная сходимость – монотонность – нужна!

в) дальнейшие уточнения: "high-order schemes" – применять

Схема дискретизации уравнения давления :
– см. меню ...

– существенно – учёт архимедовых сил – пригодны две – Body Force weighted и
PRESTO. Чаще всего – PRESTO (личный опыт, мнение других)

Дискретизация по времени (нестационарные задачи) – обычно достаточно 1-го

порядка ... 2-й порядок: не сильно увеличивает точность (может улучшить или
ухудшить сходимость – в сложных задачах надо пробовать)

Способы вычисления градиентов (обычно – линейная аппроксимация, но есть и

другие) – см. меню CFD-кода
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Начальные, граничные, operational условия, источники

Начальные условия – инициализация: см. меню FLUENT

Operational conditions: см. список задаваемого в меню FLUENT

Гидродинамика задаётся границами потока – граничные условия : 

"просто условия" и "пристеночные функции"

А. "Просто условия" – могут быть вычисляемые, распределённые etc. – на
входе-выходе или у стенки (wall)

Б. Пристеночные функции – аппроксимация эффектов турбулентности –
разные способы, разные модели ... (см. далее – пристеночная

турбулентность)

Источники: постоянные (включая нулевые), пользовательские (UDF)
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ФормальнаяФормальная постановкапостановка гг..уу. . –– уравненияуравнения потокапотока –– второговторого порядкапорядка

•• УравнениеУравнение неразрывностинеразрывности –– балансбаланс массымассы

–– нужнонужно условиеусловие нана ««входвход»» массымассы –– расходрасход

•• УрУр--ее движениядвижения –– балансбаланс импульсаимпульса –– используетсяиспользуется вв преобразованномпреобразованном видевиде

–– условиеусловие нана входвход--выходвыход -- расходрасход ((скоростьскорость), ), давлениедавление илиили градиентградиент давлениядавления ––

условияусловия 11--гого илиили 22--гого родарода ((вв модмод. . турбулентноститурбулентности –– ии 33--гого ......))

–– условияусловия нана стенкахстенках ((попо скоростискорости) ) –– трениетрение илиили скольжениескольжение –– 11--гого родарода

ГранГран. . условияусловия длядля другихдругих величинвеличин ((TT, , YYii, , ……) ) извлекаютсяизвлекаются изиз уравненийуравнений длядля нихних ии

постановкипостановки задачизадачи

2 2

2( )
3

i i k ik
i i j i

k i k i j j j i

u u u p s p
G u u G

t x x x x x x x x

∂ρ ∂ρ ∂ ∂ ∂ ∂ µ ∂
+ = − + + = − + µ + µ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( 0)i

i

u
m

t x

∂ρ ∂ρ
+ = =

∂ ∂
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изменение

стационарное, длинная труба: внешняя сила (г.у.) 
уравновешена трением

транспорт
источник -
внешний

Граничные и operational условия (1)
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Пример – уравнение теплопроводности – гармония математики и физ.

смысла ...  (пример из меню)

В случае уравнения течения – не одно уравнение, а несколько связанных, но
общие соображения сохраняют силу ...

Пример: задание г.у. в задаче о течение в прямой трубе

- Вход в трубу (в канал) – скорость (расход) – г.у. 1-го рода;

- Выход – давление – 1-го рода;

- Влияние стенок – трение: вместе с трением в потоке определяет ∇р.

________________________________________________________

Часть условий в FLUENT задаётся по постановке задачи (гидростат. давление),

частично – вычисляемые (пристеночные функции)

Остальное – задаётся с контролем переопределения – диагностируются неточности
ввода, часть комбинаций отсутствует в меню

Граничные и operational условия (2)
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Давление – относительно фонового (для уменьшения ошибок округления)

Сжимаемый газ: pop=0, ρop=0 ! Иначе – возможны ошибки и неточности

(В гидростатике ρg(z-z0) также отнимается от основного давления и на картинке
давления по умолчанию строится разность давлений – вид странноватый)

Скорость –

На входе/выходе : компоненты вектора ... – для напорных течений

У стенки : 

Скорость: нормальные и касательные: "непротекание", "нескольжение" (no slip)

Температура

Граничные условия 1-, 2-, 3-го рода и по излучению «на бесконечность»

По умолчанию – нулевой поток тепла

Граничные и operational условия (3)
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Концентрация и другие скаляры, переносимые потоком

Аналогично температуре, хотя условия 2-3-го рода для уравнения диффузии в меню
FLUENT отсутствуют (для просто скаляра есть условие 2-го рода)

Г.у. по умолчанию – нулевой поток – “zero gradient” или нулевое значение
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Граничные и operational условия (4)

По турбулентности – используются оценки

На входе:
1 / 8~ 0 ,1 6 R etu r b

m

u
I

u

δ −=
Intensity –

m a x ~ 0 , 0 7l L

4 ( ) / ( )HD A r e a p e r im e te r=

Estimating Turbulent Kinetic Energy from Turbulence Intensity

Estimating Turbulent Dissipation Rate from a Length Scale

Условия на стенке при наличии турбулентности

wall functions – задаются (выбираются) автоматически – см. далее
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Turbulence Length Scale :
(fully-developed duct flow of relevant size L)

Hydraulic Diameter :



Пример анизотропии: пристеночная турбулентность

Основные объекты экспериментирования по пристеночной

турбулентности – пластины и каналы (труба)

• Структура потока в пристеночной области

• Количественное описание – параметры потока, зависимости

• Численное моделирование – пристеночные функции (wall functions)

• Расчётный пример – "benchmark" – течение в прямой трубе

• Турбулентные величины – сравнение с экспериментом

Гладко писано в бумаге,

Да забыли про овраги, как по ним ходить?

Л.Н.Толстой, Песня (1855 г.)
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Подобласти в зависимости от расстояния до стенки:  у или y+ =yuFR /νννν :

1. Вязкий подслой: напряжение постоянно, вязкий закон:                    

скорость пропорциональна

расстоянию до стенки (u+=y+) :

"скорость трения", "динамическая скорость" (в потоке импульса) –

2. Турбулентный погран. слой – область пристеночной турбулентности – здесь

турбулентная вязкость пропорциональна расстоянию: µµµµТ=µµµµТ(у
+)=кy+. Отсюда –

уравнение логарифмического закона:

или – или –

– универсальный закон стенки:

(κ=0,39 - постоянная Кармана)

3. Основной поток (в канале – ядро потока) – в зависимости от геометрии ...

Показатель – безразмерное расстояние до стенки – y+ = yuFR /νννν

Строение потока в окрестности стенки (см. у Хинце)

1 / 2

FRu
 τ

= 
ρ 

xu

y

∂
τ = µ

∂

2 2

~ FR FR FR
FR x FR FR

u u u y
u u u y y y u u y+ +τ ρ

≡ = = = =
µ µ ν ν

xconst du

y dy
=

κ
( ) x x

T

u u
const y y

y y

+ ∂ ∂
= τ = µ = κ

∂ ∂

1 1 x

FR

du

y u dy
+ +

=
κ

/ (ln ) / (ln ) /x FRu u u y B Ey+ + += = κ + = κ
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Основные особенности потока (см. у Хинце) _1

Профиль продольной скорости по высоте от границы x2=y при у+<100.

Переходная область
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Профиль продольной скорости по высоте от границы x2=y при у+<10000.

В вязком подслое – линейный закон для скорости

В прилегающем турбулентном слое – логарифмический (закон "1/7" в трубе)

Основные особенности потока (см. у Хинце) _2

Отклонения от log(y+) при y+, близких к

вязким, или очень больших
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«Избыточная» продольная скорость u(δδδδ)-u(y) в погран. слое

Отклонения от log(y+) при
больших y+, 

δδδδ - эффектив. толщина
турбул. погран. слоя
х1 – это х

х2 – это у

Основные особенности потока (см. у Хинце) _3
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В обоих случаях находится сток импульса в пристеночной ячейке – сила трения и по

ней – скорость трения или связанные с ней величины
Последовательность (в FLUENT – несколько иначе):

1) в граничной ячейке решается алгебр. уравнение
относительно uFR – по UP и уР на итерации

(FLUENT: можно также выразить её через ТКЭ: у*)

2) Определяется новое уР+=у
+(1) для пристеночного узла и по критерию у*=11,63 

решается, где находится граничная ячейка – случай а) или случай б)

CFD-моделирование стенки: wall functions _1

ln lnFR FR P
P

u u y
U E


= + 

κ ν 

Задание граничных условий (скорость) в уравнениях движения и в

уравнениях турбулентности – на этой основе.
Надо – задать значения на границе области с учётом турбулентного погран. 
слоя и вязкого подслоя. Случаи:
а) граничная ячейка – в области турбулентности
б) граничная ячейка – в области вязкого подслоя

В экспериментах с пластинами: log закон выполняется, начиная с у+=30 
С неплохой точностью можно брать (см. выше) у+(1)=15-20...

Критерий в CFD-кодах у*=11,63 – решение уравнения y* = ln(Ey*)/κκκκ
!! в FLUENT – для удобства вычислений y* (y-star) вместо y+ (y-plus)!!
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CFD-моделирование стенки: wall functions _2

Случай б): 1-я ячейка – в вязком подслое (мелкая сетка) – условие ламинарного
потока у стенки: в уравнении продольной компоненты ux : 

ux(0)=0  (или ∂ux/∂y=0 – без трения)  ,    uy=0. (ср. – г.у. стенка-жидкость-газ?)

Но это грубовато. При мелкой сетке моделирование переходной области можно

уточнить – применить дополнительную модель перехода к логарифм. закону в области

турб. погранслоя – enhanced wall treatment (k-e model), ***-function (k-w model) – см. 
меню моделей турбулентности ...

_________________________________________________________________
Таким образом, в расчёте следует заранее узнать – оценить или вычислить (запустить

пробный расчёт) у* на границах и решить, какую пристеночную функцию выбрать

(замечание относительно enhanced wall treatment …)

_________________________________________________________________

Случай а): вязкий подслой в 1-й ячейке – в пристеночной ячейке вводится сток в

уравнение продольной (у стенки) компоненты импульса– турбулентное трение

[Versteeg]:

1/ 4 1/ 2 1/ 4 1/ 2

P P P cell

S W cell cell P

C k u C k A
F A A u

u u

µ µ

+ +

ρ ρ
= −τ = − = −  

 
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Далее – определяются величины, описывающие пристеночную турбулентность в

других уравнениях и гран. условиях для них:
• для ТКЭ

• для скорости диссипации
• для температуры

и в др. скалярных уравнениях

___________________________________________________________________

Существенно!

Рассматривается развитая, установившаяся (вдоль стенки и по времени) 
турбулентность!

Идеальный случай – длинный прямой канал (углы сечения не рассматриваются) или

пластина при Re > ~10000

В противном случае – возможны отклонения.

CFD-моделирование стенки: wall functions _3
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Расчёт течения в круглой трубе _1

Этапы числ. решения

� Постановка задачи и цели численного расчёта (см. выше и ниже)

� Создание геометрической модели и её разбиение (готовая сетка)

1. Выбор процедуры решения, параметров расчёта и физических моделей

2. Численное решение − контроль сходимости и решения

3. Визуализация, проверка, сохранение решения

4. Доработка модели (другие опции ...), вариантные расчёты

Расчёт при варьируемых параметрах: 
Модели турбулентности – RANS ...
Пристеночные функции – стандартные и –

Enhanced wall treatment – улучшенное описание пристеночной области

Далее – манипуляции с сеткой:
Влияние входного участка (см. у Хинце ) – заметно? – для его уменьшения –

растяжение сетки

Adaptation – измельчение сетки – проверка качества разбиения
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Цели расчёта –

• Получить с заданной точностью стационарное решение, 
проанализировать на предмет соответствия экспериментам для

длинной трубы

• Рассмотреть причины отклонений (входной участок, сетка, режим и

др.)

• Сравнить влияние различных опций :

- при различных Re (высокорейнольдсовы и низкорейнольдсовы)

- на разных сетках

- при разных гран. условиях (wall functions)

• Для этого – построить графики, обезразмерить, сравнить

Расчёт течения в круглой трубе _2

/115



А.С.Филиппов.     Турбулентность и её моделирование 87

однородноsmall / largek-e realizable,

nonequilibrium

3

однородноsmall / largek-e realizable,

adaptation

5

однородноsmall / largek-w standard6

однородно

однородно

однородно

однородно

однородно

однородно

Вход. условия

small / largeRSM9

small / largeSpalart-Almaras8

small / largek-w SST7

small / largek-e realizable,

enhanced

4

small / largek-e standard,

nonequilibrium

2

small / largek-e standard, 
standard

1

NameReTurbulenceNo
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Расчёт течения в круглой трубе _3 : варианты вх. данных
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Что рассчитывается численно и служит результатом расчёта

Конфигурация − длинная труба; входная скорость − равномерна по радиусу; 
участок установления и участок развитой турбулентностию

Случаи:

а) Невысокие Re – проверить работу опций гран. условий модели турбулентности
(standard, enhanced wall treatment). Сравнение по радиальному распределению

скорости (лог. профиль) в области установившегося течения – результатов расчётов
и аналитического выражения (1/k ln(y+)+C).

б) Высокие Re – сравнение моделей k-w, k-e (RNG, Realizable) . 
в) Расчёты для нескольких значений входной скорости.

Результаты:

• На участке развитой турбулентности – log(y*), зависимость давления от расстояния
вдоль длины трубы (2 варианта – вариация модели турб. и пристен. функций). 

• Сравнить перепад давления с получаемым по формуле Блазиуса − зависимость от
входной скорости − по нескольким вариантам.
• Другие величины ...

Варианты для разных авторов: 
• Разные диаметры (оценка числа Re !)

• Воздух или вода (оценка числа Re !)
• Разные модели турбулентности
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Обработка численного результата: вычисление величин для сравнения

Замечание – различия расчёта и эксперимента объективно существуют:

• Лишь приближённое определение профилей скорости как log(**) ...

• Установление турбулентности на входе, входной участок

• Вывод – обычно расчёт имеет только «инженерную» точность – в отсутствии
прецизионных измерений и высокоточных моделей не следует стремиться к

совпадению до 1%

Оценка касательного напряжения

на участке развитой турбулентности –

поток импульса на ед. длины трубы:

Отсюда – динамическая скорость
(friction velocity)

Обезразмеривание:

Далее могут быть построены нужные зависимости (использовать – curve length: линия

от данной точки, custom field functions – множитель скорости, units – множитель длины
– здесь – только для графика(!), свои обозначения осей ...) 

1 / 2

*FRu u
 τ

= = 
ρ 

2 2 ,
2

tub tub

R
p R RL p

L
∆ ≈ = ∆π π τ τ

1
, FR

FR

u u
u y y

u

+ += =
ν
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Формулы для сравнения и использования –

Логарифмический профиль продольной скорости: 

Профиль скорости по сечению

– «закон 1/7» для трубы

Коэффициент сопротивления

и формула Блазиуса :

Дальнейший анализ – вывод турбулентных величин:

• турбулентная кинетическая энергия:

• скорость диссипации ε, 

• интенсивность турбулентности : 

Cyu += ++ ln
1

κ

2

, ,
2

tub tub

h

L U
p p L

D
∆ = ∆ ∝

ρ
λ 1 / 4

0 , 3 1 6 4

R e
λ =

1/ 7 1/ 7 1/ 7

max

( )
1

z

z

u r r R r y

R R Ru

−    
≈ − = =     
    

1

1

I
U

=
υ

1

2
i iκ = υ υ

Результаты расчёта течения в трубе: дальнейший анализ
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Расчётные профили скорости u=u(log(R)) с опцией enhanced wall ... / no:

RNGke_Re=104 (y+(1)=1)                                 RNGke_Re=106 (y+(1)=74)

Замечание: лог. профиль при разных числах Re
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Замечание: о распределении продольной скорости у стенки

О «законе 1/7» для продольной скорости по высоте: менее универсальный, 
чем логарифм, но – для всего сечения трубы ...

Хинце: "Этот результат
наглядно

демонстрирует влияние

числа Рейнольдса на

величину показателя

степени n. ... 
распределение скорости

по степенному закону

нельзя рассматривать

как универсальное."
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Правило (руководство к действию): следует пользоваться каждой

возможностью сравнивать расчёт с экспериментом – ниже

рассмотрены некоторые сравнения
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Профили турбулентой кинетической энергии:

Расчётный (RNGke_Re=105)                 Экспериментальный (Re=0,8.105)

Турбулентные величины в потоке (см. у Хинце) _1
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Профили интенсивности турбулентости:

Расчёт (RNGke_Re=105, max=0,1) Эксперимент (Re=0,8.105 , max=0,085)

Турбулентные величины в потоке (см. у Хинце) _2
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Отрывные течения

Отрыв пограничного слоя при резком изменении рельефа

• Строение потока за отрывом

• Место присоединения – восстановление погран. слоя

• Особенности – местное гидравлическое сопротивление, вариации

теплоотдачи

• Примеры:

- задача об обратной ступеньке

- теплообмен в канале с внезапным расширением
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Отрывные течения: примеры (Ван-Дайк)
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Задача об обратной ступеньке _1

Варьируемые параметры:

Скорость потока – число Re по высоте ступеньки

(или – конфигурация: высота входного участка) ! длина входа – большая!

Модели турбулентности : k-e, k-w, RSM. Пристеночные функции ...

Способ решения: стационарное? или – метод установления

Мелкость разбиения сетки – влияет?

Явления и задачи

• Отрывное течение – участок свободной

турбулентности

• Присоединение потока – место: Lx=?

• Вторичное течение – структура?

• Коэффициент трения – касательное

напряжение – сопротивление ?

Навыки: работа с кодом Fluent:

Адаптация – измельчение сетки

Построение линий тока
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Варианты расчётов

Сетка 1: 5000 ячеек, затем – 2- кратное измельчение х4

Сетка 2: 12500 ячеек, однократное измельчение х4

Скорость потока – число Re по высоте ступеньки – фиксировано

Способ решения: стационарное, метод установления

Модели турбулентности : k-e, k-w, RSM – фиксирована

Соотношение размеров области – проверятся влияние на сетках 1 и 2

Задание граничных условий:

На входе – velocity inlet 

На верхней границе – wall, slip 

На нижней границе – wall, no slip 

На выходе – pressure outlet

На ступеньке – wall, no slip

Задача об обратной ступеньке _2

/115



А.С.Филиппов.     Турбулентность и её моделирование 100

Back step: предлагаемые расчётные варианты

k-w, standard4

Result: Lx, Lx/H

small / largeRSM, standard and

nonequilibrium w.f.

7

small / largeAdaptation of No.16

small / largek-w , SST5

small / largek-e standard,

enhanced, 
nonequilibrium

3

small / largek-e realizable,

standard, затем –

nonequilibrium

2

small / largek-e realizable,

standard, затем –

enhanced

1

NameReTurbulenceNo
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Что знать, что показать

Отрывное течение – что это такое

Входные данные – развитая турбулентность

Два-три варианта при разных моделях турбулентности или пристеночных функциях

Показать картину течения за уступом

Количественно определить место присоединения потока

Прокомментировать задание граничных условий и др.:

На входе

На выходе

На верхней границе

На нижней границе и на ступеньке

Число Рейнольдса потока

и др. ...

В задаче об обратной ступеньке
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Осесимметричный поток с теплообменом: теплопередача при течении в
канале

Труба с внезапным расширением: теплообмен

а) без входного участка (см. Fluent Validation Manual)

б) с входным участком (для сравнения)

Напоминания:

Коэффициент теплоотдачи, число Нуссельта etc.

Навыки:

- Задание профилей в граничных условиях – с помощью опции Profiles

- Задание зависимостей – Custom Field Functions
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Heat Transfer in a Pipe Expansion __1
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Heat Transfer in a Pipe Expansion __2
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Входные данные: параметры потока

(развитое турбулентное течение в

канале) задаются как profiles –
таблицы значений

Выходные данные: безразмерный

локальный критерий Нуссельта –
вычисляется как Custom Field 
Function

Heat Transfer in a Pipe Expansion __3
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2

2

1
( ( ) ) ''

4

4 '' 4 '' 4 ''
( )

/ Re

p B in

B in in in

p p p

D UC T x T q xD

q xD q x q x
T x T T T

D UC C DU C

π ρ − = π

π
= + = + = +

π ρ ρν ν µ

Входящий поток тепла нагревает газ, газ уносит тепло:

П определению – коэффициент
теплоотдачи на границе –

По определению – местное число Нуссельта

Re /DU≡ ν

Heat Transfer in a Pipe Expansion __4

Нормировка по

значению на

бесконечности

Цели расчётов: 
влияние модели ...

/115



А.С.Филиппов.     Турбулентность и её моделирование 107

Dittus-Boelter equation
The Dittus-Boelter equation (for turbulent flow) is an explicit function for calculating the 

Nusselt number. It is easy to solve but is less accurate when there is a large 
temperature difference across the fluid. It is tailored to smooth tubes, so use for rough 

tubes (most commercial applications) is cautioned. The Dittus-Boelter equation is

Here:

D is the inside diameter of the circular duct
Pr is the Prandtl number

n=0.4 for heating of the fluid, and n=0.3 for cooling of the fluid.

The Dittus-Boelter equation is valid for
0.6<Pr<160

Re>10000
L/D > 10

Heat Transfer in a Pipe Expansion __5
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Сравнение – по вычисляемым величинам –

Field functions:

tbulk=heat-flux * x * 4 / (40750 * 0.0001 * 0.7) + 273.

hcoeff=heat-flux / (wall-temp-out-surf - tbulk + 0.0000001)

nusselt-no.= hcoeff * 3.33333 / 0.0001

nu_nub=nusselt-no. / 97.24

NuDB was computed as 97.24 (at taken mat. props?)

Вычисляются в FLUENT – записываются в файл и читаются в

формате языка SCHEME (script)

4 '' 4 ''
( ) 273

Re Re 0,0001 0,7
B in

p

q x q x
T x T

C
= + = +

µ ⋅ ⋅

'' ( )( ( ) ( ))B wallq h x T x T x= −

( )
( )

/

h x
Nu x

D
=

λ

( ) ( )
( )

97,24
plot

DB

Nu x Nu x
Nu x

Nu
= =

Heat Transfer in a Pipe Expansion __6
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Heat Transfer in a Pipe Expansion __7

=k-w, standard4

Result: Lx, Lx/H

=RSM, standard

(Nonequilibr

7

Длинный входk-e standard,

nonequilibrium

6

=k-w , SST5

=k-e standard,

nonequilibrium

3

=k-e realizable,

nonequilibrium

2

Profilesk-e realizable,

standard w.f.

1

NameInputTurbulenceNo
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Замечания по расчётам –

• Максимум потока тепла – в точке присоединения

• Non-Equilibrium WF – лучше в макс., похуже после него

• Наилучшая модель – видимо, RNG, но – см. без Profile! 

• Сетка не должна быть очень мелкой –

• Должно быть y+ >10-20

• Большие х – теплообмен выходит на const:  Nu=NuDB

(в ~30 больше ламинарной асимптотики Греца-Нуссельта)

Heat Transfer in a Pipe Expansion __8
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Обратить внимание – при расчёте без Profile, с установлением потока:
возможно следует применять pressure-velocity coupling, т.к. с SIMPLE может
быть плохая сходимость итераций

Далее – влияние типа k-e модели – RNG – оказывается, не всегда лучший
выбор ... 

Heat Transfer in a Pipe Expansion __9
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Струйные течения и плавучесть

Затопленная струя

- дозвуковая
- сверхзвуковая
- асимптотика

Неоднородный состав, температура – стратификация
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Свободно-конвективные течения
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Лабораторная работа: конвекция Рэлея-Бенара _1

плоско-параллельные горизонтальные пластины

а) ламинарный режим: Ra<107-108

б) турбулентная Ra>108

Цель расчётов

- проверить закон теплоотдачи

- оценить влияние а)выбора опций расчёта, б)коэффициентов

Существенно!

а) пристеночные функции при у+~10 (standard …)

б) зависимости коэффициентов от температуры

в)  в газах – перепад температуры – Буссинеск? или – incompressible ideal gas
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Конвекция Р.-Б. в воздухе и воде

а) влияние пристеночных функций при у+~10 

(standard, nonequilibrium, enhanced) 

б) вязкости и теплоёмкости

Лабораторная работа: конвекция Рэлея-Бенара _2
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