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Предисловие

Эффективность и надежность оборудования реакторных установок опре-
деляются уровнем его тепло- и гидродинамического обоснования. В этом 
может помочь многомерное численное моделирование тепло- и гидроди-
намических процессов в проектных и аварийных режимах. При обоснова-
нии безопасности существующих и проектируемых реакторных установок 
одной из актуальных задач является изучение тепло- и массообмена в двух-
фазном потоке, состоящем из жидкости и газа или жидкости и пара.

При изучении тепло- и массобмена в двухфазном потоке представляют 
интерес явления, характеризующиеся большой степенью неопределен-
ности, а именно: ударно-волновые явления, происходящие при разрывах 
трубопроводов с нагретым теплоносителем; критический тепловой поток 
в тепловыделяющих сборках (ТВС) с интенсификаторами теплообмена; ки-
пение при пленочном режиме течения; развитие неустойчивости на меж-
фазной границе пар-жидкость при их совместном течении; конденсация 
пара в сплошном объеме и распыленных струях жидкости и т. д.

Для лучшего понимания природы таких течений необходимы как экспери-
ментальные исследования, так и аналитические модели течений. При разра-
ботке аналитических моделей, интерпретации экспериментальных данных 
и для понимания локальных физических явлений могут быть использованы 
результаты прямого численного моделирования. На это указывают и совре-
менные мировые тенденции.

В течение последних десяти лет в мире (во Франции в группе Saurel и в от-
дельных работах Abgral с соавторами, в Америке в Национальной лабора-
тории Айдахо — INL) активно разрабатываются вычислительные методики, 
основанные на использовании метода дискретных уравнений для моде-
лирования двухфазных течений с учетом поверхностного натяжения. Эти 
методики позволяют моделировать ударно-волновые процессы, процессы 
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кипения, испарения и конденсации и используют модели, состоящие из 
пяти, шести и семи уравнений соответственно. Например, подобная мето-
дика моделирования двухфазных течений с помощью модели из семи урав-
нений успешно применяется в коммерческом коде RELAP-7 (лаборатория 
Айдахо).

В течение двух последних десятилетий мы занимаемся разработкой ме-
тодики (методы, модели, схемы, солверы) для моделирования течений 
пар-жидкость с фазовыми превращениями. Исследования начинались 
с моделирования ударно-волновых процессов в двухфазных средах с при-
менением нелинейных разностных схем с коррекцией потоков для расчета 
двухфазных сжимаемых газодинамических течений, а также моделирова-
ния двухкомпонентных и двухфазных сред с учетом микроинерции с ис-
пользованием метода кусочно-параболической аппроксимации и точного 
солвера Римана и использованием равновесной модели по давлению.

Затем для расчета ударно-волновых процессов в двухфазных средах был 
задействован метод Годунова, основанный на использовании приближен-
ного солвера Римана и неравновесной по давлению модели с последующей 
релаксацией давления. Были изучены возможности моделирования про-
цессов испарения и конденсации в зависимости от интенсивности и скоро-
сти течения процессов в двухфазной среде с использованием реактивно-
го солвера Римана или применением процедуры релаксации температуры 
и химических потенциалов компонентов в двухфазной среде.

В настоящее время в ИБРАЭ РАН разрабатывается согласованная вычис-
лительная методика моделирования сложных ударно-волновых процессов 
в двухфазных средах в присутствии сил поверхностного натяжения. Мето-
дика реализована в виде трехмерного параллельного кода, который может 
быть использован для расчетов на кластерных ЭВМ, например «Ломоносов» 
(МГУ, Москва). Она позволяет моделировать явления кипения, испарения 
и конденсации. Моделирование осуществляется с помощью метода дис-
кретных уравнений с использованием HLLC солвера, обеспечивающего 
выравнивание по температуре и Гиббсу, с учетом особенностей решаемых 
двухфазных задач. В монографии изложены особенности разработанного 
численного подхода и представлены примеры его применения для решения 
отдельных задач.

Материал в книге излагается следующим образом.

Глава 1 посвящена актуальности решаемой проблемы для атомной энерге-
тики и обзору основных перспективных направлений моделирования двух-
фазных течений.

Глава 2 представляет собой краткое введение в методологию усреднения по 
ансамблю, чтобы показать, как усредненные по ансамблю уравнения балан-
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са и неравенство для энтропии могут быть получены из микроскопических 
балансов. Затем объясняется потребность включения отдельного давления 
для каждой фазы наряду с дополнительной объемной фазовой фракцией 
в уравнение эволюции по меньшей мере первого или второго порядка по 
времени. Приводится модель из семи уравнений с двумя давлениями и дву-
мя гиперболическими скоростями, мотивированная для решения много-
фазных потоков с помощью метода дискретных уравнений (DEM), которые 
далее обсуждаются более подробно.

В главе 3 представлены простые и эффективные методы релаксации для 
разделенных интерфейсом сжимаемых жидкостей и кавитирующих тече-
ний.

В главе 4 изложены особенности солвера для низкоскоростных потоков для 
моделей диффузионного интерфейса.

В главе 5 изложены математические модели для DNS сжимаемых течений 
в присутствии капиллярных эффектов и фазовых переходов.
Глава 6 посвящена вопросам численного моделирования зародышеобра-
зующих кипящих потоков.

Глава 7 содержит описание разрабатываемой в ИБРАЭ РАН методики мо-
делирования сложных ударно-волновых процессов в двухфазных средах 
в присутствии сил поверхностного натяжения. В главе изложены подроб-
ности методики, приведены результаты ее верификации, а также практиче-
ские примеры применения развитого подхода и определены перспективы 
ее использования для атомной отрасли.
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Глава 1. Введение

1.1. Мотивация
В сфере безопасности и оптимизации ядерных реакторов существуют клю-
чевые положения, основанные на глубоком понимании основных явлений 
тепло- и массообмена в двухфазных течениях. Для ядерных реакторов 
в контексте многофазных течений технологически очень важны два явле-
ния динамики пузырьков: кипение (гетерогенное) и мгновенное испарение, 
или кавитация (гомогенное кипение), с коллапсом пузырьков. Основное от-
личие кипения от мгновенного испарения состоит в том, что рост пузырь-
ка (и коллапс) в кипении тормозится ограничениями на передачу тепла 
на интерфейсе, в то время как рост пузырька (и коллапс) при мгновенном 
испарении ограничивается в основном инерционными эффектами в окру-
жающей жидкости.

Мгновенное испарение происходит в проточных жидких системах, когда 
в некоторой области течения давление падает достаточно низко, достигая 
метастабильного состояния, при котором температура выше температуры 
насыщения при пониженном давлении в этом расширенном состоянии. 
Тогда перегретая жидкость высвобождает свою метастабильную энергию 
(запасенную в виде внутренней энергии) очень быстро, взрывным обра-
зом, производя с высокой скоростью либо чистый пар (пузыри), либо смесь 
жидкость-пар. В случае истечения двухфазного теплоносителя (из перегре-
того жидкого состояния) схлопывание пузырька, как правило, не является 
важным, но мгновенное испарение перегретой жидкости сильно влияет на 
критические скорости потока. В других случаях, при кавитации в проточ-
ных системах, последующее схлопывание пузырька способно вызвать раз-
рушение близлежащих твердых поверхностей.

Многие приложения для ядерных реакторов рассматривают конвективное 
пузырьковое кипение в качестве средства эффективного отвода высоких 
тепловых потоков от нагретых поверхностей. Пузырьковое кипение — 
весьма эффективный механизм передачи тепла, однако известно, что суще-
ствует критическое значение теплового потока, при котором пузырьковое 
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кипение переходит в пленочное — отклонение от пузырькового кипения 
(англ. DNB) — и в кризис кипения. Это очень плохой механизм передачи 
тепла. В большинстве практических приложений крайне важно поддержи-
вать рабочий тепловой поток ниже такого критического значения, которое 
называется критическим тепловым потоком (англ. CHF). В этом случае при-
сутствие рядом твердой поверхности необходимо для быстрой подпитки 
скрытой теплоты, присущей фазовым изменениям. Наличие таких поверх-
ностей, как известно, видоизменяет картину течения и другие характери-
стики многофазных течений, и, следовательно, анализ таких поверхностей 
должен производиться в сочетании с анализом самих явлений. Полагают, 
что DNB влияет на снижение производительности систем, а также на про-
цесс осаждения продуктов коррозии.

Несмотря на интенсивное изучение в течение нескольких десятилетий 
физического механизма, вызывающего CHF, консенсус в его объяснении 
не достигнут даже для простой ситуации объемного кипения на плоской 
пластине, не говоря уже о кипении потока в геометрии пучка стержней, 
который представляет интерес в связи с процессами в ядерных реакторах. 
Сформулировано множество теорий, каждая из которых опирается на про-
стые модели CHF, основанные на идеализированной геометрии интерфей-
са пар/жидкость [1]. Например, классическая теория гидродинамической 
неустойчивости CHF постулирует массив цилиндрических струй пара, под-
нимающийся от поверхности нагревателя, теория высыхания макрослоя 
рассматривает наличие гладкого слоя жидкости под пузырем грибовидной 
формы, а теория пузырькового взаимодействия, как правило, предполагает, 
что зародыши пузырька имеют сферическую форму.

Иная картина с CHF выявлена в исследованиях [2; 3] с использованием 
сложной диагностики изображений. Короче говоря, при высоких тепловых 
потоках существуют многочисленные сухие участки на поверхности (с мас-
штабом длины 2—3 мм в направлениях x и y), диспергированные в рамках 
взаимосвязанной сети жидких менисков 1 или между твердыми стенками (с 
масштабом длины менее 50 мм в направлении z). Геометрия поверхности 
раздела жидкость/пар очень нерегулярна. У нее динамическая природа, 
т. е. процесс продвижения жидких менисков внутрь и отступления их от 
сухих областей является функцией времени различных эффектов: инерции 
жидкости (удары о стенки бака), капиллярных сил (поверхностное натя-
жение) и др. Нет возможности точно предсказать теплопередачу и тепло-
обмен переходного режима (топологию потоков) в условиях двухфазного 
течения в режиме реальных ядерных реакторов и геометрии пучка твэлов. 
В результате приходится завышать запас прочности, что препятствует раз-
витию новых топливных проектов.
1 Мениск — искривленная поверхность жидкости внутри узкой трубки (капилляра).
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Растущие возможности вычислительной техники и появление нового по-
коления расчетных кодов дают основания полагать, что значительный 
прогресс в оценке безопасности атомных реакторов будет достигнут с по-
мощью расчетов в области вычислительной гидродинамики (CFD), что при-
ведет к резкому снижению затрат на разработку реакторов. На семинаре 
SHF-2008 [4] «Моделирование двухфазного конвективного кипящего пото-
ка» была выдвинута идея расширения спектра улучшенного моделирования 
многофазного потока. После этого семинара во Франции организации CEA, 
EDF, AREVA и IRSN приступили к проекту NEPTUNE, нацеленному на получе-
ние инструментов, описывающих двухфазный поток и теплопередачу, кото-
рые проверяются в диапазоне параметров для промышленных приложений, 
охватывающих весь спектр пространственных и временны́х масштабов.

В США примерно в это же время также решили поощрять совместные иссле-
дования в области двухфазных течений в широких масштабах. Например, 
исследовать явления двухфазного потока, происходящие внутри топливной 
сборки BWR-реактора, которые включают фазовые изменения охладителя 
и несколько режимов течения и непосредственно влияют на взаимодей-
ствие охладителя с ТВС и в конечном счете на производительность реакто-
ра. Степень разрешения традиционных кодов поканального анализа слиш-
ком груба для подробного изучения межсборочных картин течения, таких 
как обтекание дистанционирующего элемента. В настоящее время обще-
признанно, что основные подходы к моделированию в кодах поканального 
анализа и используемые ими вычислительные методы уже не соответствуют 
современному уровню развития в области численного моделирования. По 
мнению исследователей из США, должны быть разработаны новые коды 
для моделирования на очень подробных стеках явлений двухфазного по-
тока в ТВС BWR-реакторов, учитывающие достигнутый в последнее время 
прогресс в вычислительной гидродинамике жидкости (CFD) и быстрый рост 
вычислительных мощностей массивных параллельных компьютеров. Ана-
логичны рассуждения относительно необходимости высокого разрешения 
при моделировании переохлажденного кипения и коллапса пузырьков 
в PWR-реакторах, чтобы предсказывать падение производительности, осо-
бенно в связи с проблемой влажного осаждения.

Поскольку современные численные методы / CFD коды с высоким разреше-
нием делят пространство потока на множество подробных расчетных ячеек, 
крайне важно отказаться от использования традиционных «карт режимов 
потока», применяемых в поканальных термогидравлических кодах для 
оценки топологии интерфейса.

Традиционная модель двухфазной смеси из шести уравнений с одним дав-
лением приводит к тому, что в некоторых областях квадрат скорости звука 
становится отрицательным, что является нефизичным и приводит к неги-
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перболичности, дает неправильную динамику волны и некорректные реше-
ния. Такие уравнения использовались в прошлом, потому что первый поря-
док вычислений был применен на грубых сетках, которые вносили большую 
искусственную вязкость в решение. Сеточная сходимость в этом случае 
недостижима. Использование подобных систем уравнений сводит на нет 
возможность применения современных методов высокого порядка (второ-
го и выше), например конечно-объемных, основанных на методах Годунова 
с приближенным солвером Римана.

Традиционно «карты режимов потока» используются в поканальных тепло-
гидравлических кодах для оценки топологии интерфейса и основаны на 
поперечно-усредненных по интерфейсу параметрах течения. Межфазные 
взаимодействия в многофазных жидкостях зависят как от площади, так и от 
топологии интерфейса. Поскольку CFD коды представляют пространство 
потока на гораздо более подробных вычислительных сетках, они не долж-
ны полагаться на традиционные режимы подканальных потоков. Вместо 
этого требуется оценить локальную топологию поверхности раздела. Пре-
имущество, предоставляемое этим подходом, состоит в том, что ансамбль 
из многих вычислительных ячеек с относительно простой топологией по-
верхности раздела (интерфейса) может обеспечить анализ сложных гло-
бальных топологий, включающих в себя все традиционные режимы течения 
подканалов. С этой упрощенной топологической картой режимов потока, 
которая обязательно будет зависеть от размеров расчетной ячейки, только 
немногие параметры должны быть использованы для определения тополо-
гии поверхности раздела в каждой ячейке. Эти параметры будут основаны 
на экспериментальных данных и прямом численном моделировании (DNS), 
требующих высокого разрешения явлений в меньшем масштабе.

1.2. Направление
Под влиянием перечисленных выше аргументов возникло научное на-
правление, нацеленное на разработку хорошо продуманных физико-
математических моделей наряду с численными методами высокого разре-
шения для общих многофазных потоков.

В частности, исследования были направлены на создание унифицирован-
ной физико-математической и численной модели сжимаемых многофазных 
течений всех скоростей, охватывающей следующие области:

общий уровень перемешивания (чисто многофазные) (1);• 
разрешение интерфейсного уровня (DNS-подобные) (2);• 
многомасштабные методы для автоматического разрешения задач (1) • 
и (2) в зависимости от заданного разрешения сетки (3).
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Концептуально хорошо продуманная модель двухфазной смеси из семи 
уравнений с двумя давлениями и двумя скоростями, как в (1), может 
быть сведена аналитическим образом к получению модели из пяти урав-
нений с одним давлением и одной скоростью, как в (2), способной к DNS-
подобному разрешению интерфейса.

Если такое систематическое сведе́ние будет выполнено численно на ло-
кальном сеточном уровне, то общий алгоритм, как в (1), должен быть сведен 
к модели разрешения интерфейса, как в (2), и, в свою очередь, фактически 
даст автоматическую многомасштабную трактовку, как в (3). Необходимы 
дальнейшие исследования, которые позволят заложить основы для получе-
ния методик, способных одновременно решать задачи жидкости с динами-
ческим интерфейсом, а также многофазных смесей, вытекающие из кипе-
ния, кавитации перегретой жидкости и коллапса и т. д. в реакторе.

Эффективная нелинейная система дифференциальных уравнений первого 
порядка наряду с условиями их замыкания должна:

быть гиперболической и корректной;• 
иметь консервативную форму, если фазовыми взаимодействиями и дис-• 
сипативными слагаемыми можно пренебречь;
осуществлять коррекцию динамики.• 

Явления двухфазного течения внутри реакторов включают в себя пере-
ход из пузырькового кипения (DNB) и нестабильность пленочного кипения 
(кризис кипения), фазовые изменения в охладителе и множественные ре-
жимы течения, которые непосредственно влияют на взаимодействие охлаж-
дающей жидкости с топливными элементами/узлами и в конечном счете 
на производительность реактора. Понимание этих явлений, а также пере-
охлажденного кипения и схлопывания пузырька также является ключевым 
для формирования полного представления о влажном осаждении в этих 
системах. Цель исследования должна заключаться в получении модели, да-
ющей весьма подробное решение там, где это необходимо, одновременно 
с крупномасштабным моделированием всего реактора и его компонентов 
путем использования корректной многомасштабной модели, разрешающей 
интерфейсы для крупных пузырьков (прямое численное моделирование 
DNS-типа) с одной скоростью и одним давлением; а также среднее (или 
гомогенное) поле двухфазного потока для мелких пузырьков с двумя ско-
ростями и двумя давлениями.

На ежегодном собрании SIAM в 2008 г. [1] был представлен трехлетний 
проект LDRD, нацеленный на решение проблем интерфейса динамической 
среды, а также многофазных смесей, возникающих при кипении, кавитации, 
разрушении пузырька и т. д. в реакторных системах на легкой воде. Этот 
проект — результат совместных усилий команды исследователей. В нее 
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входили группа «Междисциплинарные методы и высокопроизводитель-
ные системы» из INL и профессор Richard Saurel и его команда SMASH из 
Polytech Marseille. Группа профессора Saurel уже давно работает в области 
многофазных потоков и моделирования интерфейса при экстремальных 
термодинамических состояниях, связанных с ударными волнами, взрывами 
и физикой детонации. Ключевым моментом здесь является то, что в этих 
областях распространение волны имеет принципиальное значение, и ма-
тематические формулировки, а также численные методы должны быть со-
вершенно ясными. При решении сжимаемых многофазных потоков даже 
для проблемы слабых волн необходима корректность, поэтому коррекция 
динамики волн (правильные собственные значения, собственные векторы, 
дисперсионные соотношения и т. д.) является обязательным условием.

Ввиду сложности поведения многофазных, многокомпонентных течений 
необходимо рассматривать их в усредненном смысле. Традиционно мож-
но было начать с известных микроскопических отношений потока, которые 
справедливы при «малых» масштабах. Они включают в себя сохранение на 
уровне континуума массы, баланса массовых видов и импульса, сохранение 
энергии и выполнение второго закона термодинамики, часто в виде нера-
венства энтропии, например неравенства Клаузиуса — Дюгема. Усреднен-
ные уравнения макроскопического сохранения и неравенства энтропии 
затем получают из микроскопических уравнений через подходящие проце-
дуры усреднения. На этом этапе сильная форма второго закона также мо-
жет быть постулирована для смеси фаз или материалов. Эволюционный ба-
ланс потока материала есть уникальная система, определяющая уравнения 
и отношения фазовых или материальных взаимодействий, и она выводится 
из экспериментальных наблюдений или постулата на основе строгого со-
блюдения ограничений, вытекающих из усредненного неравенства энтро-
пии. Эти усредненные уравнения образуют основную систему уравнений 
для динамической эволюции потока смеси.

Чаще всего метод усреднения использует объемное или временно́е усред-
нение либо сочетание этих подходов. Ограничения потока, необходимые 
для объемного и временно́го усреднения, действительно могут быть серьез-
ными, и их нарушения часто встречаются. Более общий и менее ограничи-
тельный (гораздо менее широко используемый) тип усреднения, известный 
как усреднение по ансамблю, также можно использовать для получения 
основных систем уравнений. В действительности объемное и временно́е 
усреднения можно рассматривать как частные случаи усреднения по ан-
самблю. В главе 2 дается введение в методологию усреднения по ансамблю, 
чтобы показать, как усредненные по ансамблю уравнения баланса и нера-
венство для энтропии могут быть получены из микроскопических балансов. 
Затем объясняется потребность включения отдельного давления для каж-



15

Глава 1. Введение
 

дой фазы наряду с дополнительной объемной фазовой фракцией в уравне-
ние эволюции, по меньшей мере первого или второго порядка по времени. 
Наконец, некоторая модель из семи уравнений с двумя давлениями и двумя 
гиперболическими скоростями есть хорошо поставленная модель сжимае-
мых двухфазных течений, мотивированная для альтернативного подхода 
к решению многофазных течений с помощью метода дискретных уравнений 
(DEM), которые ниже обсуждаются более подробно.

Наряду с численными методами высокого порядка разрешения для реше-
ния общей системы многомасштабных многофазных потоков для повыше-
ния численной эффективности целесообразно иметь аналитически умень-
шенные модели общих уравнений смеси, которые могут быть использованы 
для решения DNS-подобным методом интерфейса для нескольких сжимае-
мых жидких фаз. Методы резкого интерфейса для моделирования DNS-типа 
имеют «врожденные слабости», в первую очередь неспособность создавать 
динамические интерфейсы и решать интерфейсы, отделяющие чистые ве-
щества и смеси. Поэтому мы сосредоточились на методе диффузионного 
интерфейса (DIM), который лишен этих слабых сторон. В главе 3 описаны 
детали указанного подхода.

Метод DIM рассматривает интерфейсы как зоны, соответствующие искус-
ственным смесям, созданным с помощью численной диффузии. Опреде-
ление величин термодинамических потоков в этих зонах достигается на 
основе теории многофазных течений. Задача заключается в получении 
последовательно физических, математических и численных термодинами-
ческих соотношений для искусственной смеси. Один и тот же алгоритм вне-
дрен повсеместно в обе чистые жидкости, а также в зону смеси. Для этого 
исследования была разработана односкоростная неконсервативная гипер-
болическая модель с двумя уравнениями энергии и условиями релаксации, 
которая отвечает уравнению сохранения состояния и энергии на обеих сто-
ронах интерфейсов и гарантирует правильное прохождение через них волн 
давления. Эта формулировка значительно упрощает численное решение 
в контексте диффузных интерфейсов.

Были разработаны многофазные формулировки, дающие возможность 
решать проблемы, связанные как с гетерогенными смесями материалов 
и межфазными потоками, так и со сжимаемостью и фазовыми переходами. 
В частности, цель прямого численного моделирования межфазных потоков 
(являющегося задачей первостепенной важности для ядерной промышлен-
ности, для безопасности реактора и его оптимизации) состоит в том, чтобы 
вычислить критические условия теплового потока, которые включают кон-
куренцию между ростом пузыря, поверхностным натяжением, эффектами 
контактного угла и тепло- и массопередачи на интерфейсах.
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В главе 4 детализированы усилия INL с частично неявным методом PCICE. 
В этом исследовании проверялось, могут ли все скоростные потоковые ме-
тоды, частично неявные во времени, разработанные в INL (см. приложе-
ние 4.А) для однофазных течений, быть адаптированы для использования 
конечных объемов (как полагают в INL, больше подходящих для числен-
ной аппроксимации гиперболических моделей диффузных интерфейсов со 
сложной физикой). Это распространение было выполнено на основе сме-
си концепций типа Годунова и PCICE с отличными результатами: и низкая, 
и высокая скорости потока были вычислены точно. Была также начата ра-
бота с более сложной гиперболической моделью типа DIM, а также с ком-
бинированным методом Годунова — PCICE. Новая вариация на этапе PCICE 
предиктор шага была реализована в 1D, чтобы исправить нехватку инвари-
антности в оригинальной схеме. Многофазная версия алгоритма по сравне-
нию с однофазной включает релаксацию давления на полушаге.

Результат консервативной части многофазной модели из главы 5, используя 
принцип Гамильтона стационарного действия с последующим введением 
диссипативных слагаемых, которые совместимы с неравенством энтропии, 
обобщает капиллярные модели путем введения условия релаксации тепла 
и массопереноса, чтобы описать фазовые превращения.

Как правило, многофазное моделирование начинается с усреднения (или 
гомогенизации) системы дифференциальных уравнений в частных про-
изводных (традиционно некорректных) и дискретизации этой системы 
к виду численной схемы. Это создает проблемы, связанные с численной 
аппроксимацией неконсервативных слагаемых на разрывах (интерфейсы, 
ударные волны), а также с громоздкой трактовкой потоков из семи волн. 
Для решения проблемы интерфейса без ошибок сохранения и исключе-
ния этого сомнительного определения среднего переменных и численной 
аппроксимации неконсервативных слагаемых в сочетании с двухскорост-
ными течениями мы используем новый метод усреднения, известный как 
метод дискретных уравнений (DEM). В отличие от традиционных методов 
усредненные уравнения для смеси не используются, и этот метод непосред-
ственно получает дискретную систему уравнений из однофазной системы 
для получения численной схемы, которая точно вычисляет потоки для про-
извольного количества фаз и решает неконсервативные произведения. 
Метод эффективно использует последовательность решений однофазных 
уравнений Римана. Римановские солверы решаются на каждой границе. 
Топология потока может меняться при изменении выражения для потоков. 
Неконсервативные слагаемые правильно аппроксимированы. Некоторые 
из замыкающих соотношений, пропадающие при традиционном подходе, 
здесь получаются автоматически. Наконец, в ряде случаев имеется воз-
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можность определить непрерывную систему, индуцированную дискретным 
уравнением. Это может быть очень полезно с теоретической точки зрения.

За исключением метода PCICE перечисленные выше методы используют яв-
ное интегрирование по времени. Чтобы облегчить ограничения временно́го 
шага из-за жесткости и достичь тесной связи уравнений, все методы должны 
развиваться с неявным интегрированием по времени. Поэтому значитель-
ные усилия были затрачены на развитие метода прямых (MOL) для инте-
грации системы уравнений. С MOL отдельно дискретизируются простран-
ственные и временны́е области, они эффективно преобразуются в большую 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений, которые могут быть 
интегрированы с помощью ранее развитого программного обеспечения 
специального назначения высокой степени разрешения.

Простые, эффективные и надежные алгоритмы необходимы для решения 
корректных моделей. Различные ингредиенты, используемые в разрабаты-
ваемых методах, должны быть достаточно общими, чтобы учесть на будущее 
расширение набора решаемых междисциплинарных задач. Использование 
обычно применяемого метода дробных шагов, как правило, является оши-
бочным для вычисления этих типов начально-краевых задач, которые со-
стоят из различных видов физики с несколькими временны ́ми масштабами, 
некоторые из которых должны быть обработаны неявно, требуют мер пре-
досторожности, чтобы избежать расщепления решения и накопления ошиб-
ки. Полностью неявная обработка может быть не только выгодна, но и не-
обходима. Полностью неявный подход позволит интегрировать по быстрым 
временны ́м масштабам для медленных скоростей потоков. Использование 
метода Ньютона — Крылова со свободным якобианом на основе предобус-
лавливателя позволит тесно связать решения междисциплинарных явлений, 
присущих основным приложениям ядерного реактора.

Глава 6 посвящена вопросам численного моделирования зародышеобра-
зующих кипящих потоков. Приводится термо- и механически равновесная 
потоковая модель, проверенная на точном решении 1D устойчивого резкого 
фронта испарения и в 2D случае статического пузыря, демонстрирующая 
согласие с законом Лапласа. Также рассмотрено двумерное моделирование 
зародышеобразующих кипящих потоков. Результаты показывают очень хо-
рошее качественное поведение, а также способность метода работать с та-
кими сложными потоками.

Глава 7 содержит описание разрабатываемой в ИБРАЭ РАН методики мо-
делирования сложных ударно-волновых процессов в двухфазных средах 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Методика позволяет моде-
лировать явления кипения, испарения и конденсации. Моделирование осу-
ществляется с помощью метода дискретных уравнений с использованием 
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HLLC солвера с учетом тензора поверхностного натяжения, обеспечиваю-
щего выравнивание по температуре и давлению, для учета особенностей 
решаемых двухфазных задач с уравнением состояния stiffened (сгущенного 
газа). В главе изложены подробности методики и приведены результаты ее 
верификации, а также практические примеры применения развитого под-
хода.
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многокомпонентных и многоматериальных 
течений

Многие важные течения включают сочетание двух или более материалов, 
имеющих разные свойства. Многокомпонентные фазы или материалы ча-
сто демонстрируют относительное движение между фазами или классами 
материалов. Микроскопические движения отдельных компонентов сложны, 
и решение эволюционных уравнений на микроуровне затруднено. Харак-
терной особенностью течений многокомпонентных материалов является 
неопределенность в точном местоположении конкретных составляющих 
в произвольный момент времени. Для большинства практических задач 
невозможно точно предсказать или измерить эволюцию деталей таких си-
стем, и это даже не является необходимым или желательным. Обычно ис-
следователи заинтересованы в более грубых особенностях движения или 
в «осредненном» поведении системы. Ниже представлены уравнения, ко-
торые позволяют прогнозировать эволюцию такого поведения в среднем. 
Из-за сложности интерфейсов и, вследствие этого, разрывов в свойствах 
жидкости, а также в связи с проблемами физического масштабирования 
важно работать с усредненными величинами и параметрами. Начнем с бо-
лее строгого определения концепции усреднения. Среди опубликованных 
в литературе способов усреднения преимущественно доминируют два типа: 
объемное усреднение [8; 32] и усреднение по времени [15]. Иногда ис-
пользуется их комбинация. В этой главе рассматривается более общий под-
ход, известный как усреднение по ансамблю.

Когда физическая система подвержена значительным изменениям, есте-
ственно толковать смысл получаемых результатов с точки зрения ожи-
даемых значений и отклонений. Если есть много различных событий или 
возможных реализаций, ожидаемое значение есть «среднее» по всем этим 
событиям или по ансамблю реализаций. Тогда ансамбль — множество всех 
экспериментов с теми же краевыми и начальными условиями, с некоторы-
ми свойствами, которые мы хотели бы связать со средним, и распределения 
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компонентов и их скоростей. Реализация потока — возможное его дви-
жение, которое могло случиться. В этой концепции есть интуитивная идея 
о «более вероятной» и «менее вероятной» реализации в ансамбле. Поэтому, 
как показано ниже, ансамбль реализаций, соответствующих данной физи-
ческой ситуации, имеет вероятностную меру на подмножестве реализаций. 
Усреднение по ансамблю является обобщением элементарной идеи добав-
ления значения переменной для каждой реализации и деления на количе-
ство наблюдений. Тогда усреднение по ансамблю позволяет интерпретиро-
вать явления с точки зрения повторяемости многокомпонентных течений. 
Одной из приятных особенностей усреднения по ансамблю (в отличие от 
объемного усреднения) является то, что оно не требует, чтобы контрольный 
объем содержал большое количество определенного компонента в любой 
момент реализации.

Рассмотрим пример из [10], где газовые турбины эродируют твердые ча-
стицы материала в газовый поток, проходящий через входное отверстие 
и воздействующий на различные части машины, например лопатки турбины. 
Траектории отдельных частиц, движущихся через газовую турбину, очень 
сложны и зависят от того, где и когда частицы вводились во входное от-
верстие устройства. Такие прогнозы, к счастью, требуются редко. Однако 
они важны для конструктора, которого интересует, что представляют со-
бой средние или ожидаемые значения потока частиц (или их концентрации 
и скорости) вблизи тех частей устройства, которые восприимчивы к эрозии. 
Предположим, что локальная концентрация частиц пропорциональна веро-
ятности того, что частицы будут находиться в различных точках в устрой-
стве в разные моменты времени. У поля скоростей частиц будет средняя 
скорость, которую они будут иметь, если находятся в данном положении 
в устройстве. Тогда конструктор сможет использовать эту информацию для 
оценки места, где может возникнуть эрозия из-за воздействия частиц.

Следует иметь в виду, что время усреднения может и не быть тем време-
нем, за которое множество частиц окажется в некотором репрезентативном 
контрольном объеме (или репрезентативном элементарном объеме, REV). 
Таким образом, выполнить объемное усреднение, которое зависит от кон-
цепции наличия множества видов частиц в усредняемом объеме, в любой 
момент не удается. Очевидна целесообразность усреднению по ансамблю. 
Здесь ансамбль — набор движений одной частицы через устройство при 
условии, что она стартовала в произвольной точке на входе в случайное 
время в течение проходящего через устройство потока. Очевидно, что ре-
шение для средней концентрации и средней скорости дает мало инфор-
мации о поведении отдельной частицы, однако оно подходит для оценки 
вероятности повреждения устройства. Можно привести и другие примеры, 
где усреднение по времени сделать не удается, но снова оказывается умест-
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ным усреднение по ансамблю. Усреднение по ансамблю имеет более фун-
даментальную основу, чем усреднение по времени и по объему. Усреднение 
как по времени, так и по объему можно рассматривать как приближение 
к усреднению по ансамблю, которое может быть справедливо соответствен-
но для стационарного или гомогенного потока [11].

2.1. Усреднение по ансамблю
Представленный здесь общий метод основан на концепции усреднения по 
ансамблю [6; 11; 18; 21] для усредненных уравнений сохранения для не-
скольких материалов, каждый из которых может быть в точке xG  в данный 
момент времени t.
С помощью этой процедуры состояние в точке (ожидаемое значение) опре-
деляется одновременно с тем, какой материал скорее всего можно найти 
в этой точке. Повторим эксперимент много раз и выберем данные по состо-
янию течения в каждой точке пространства xG  и времени t: какой материал 
или фаза присутствует, плотность материала, скорость, давление, темпера-
тура, концентрация и т. д. Исходя из этой информации, можно вычислить 
среднее по ансамблю.

Среднее по ансамблю обобщенного свойства 0Q  жидкости или материала 
в процессе есть усреднение по реализациям
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где RN  — количество раз, которое процесс или эксперимент повторяют, 
и это большое количество.

Представим, что многие реализации имеют дубликаты, т. е. по сути они яв-
ляются одними и теми же состояниями с N  числом реализаций. Можно 
переписать сумму по реализациям в виде суммы по числу состояний NΓ :

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1

0 0
1 all  

1, , ,

, ,
, , ,

N

R

N

R

Q x t N x t Q
N

N x t
Q Q f x t d

N

Γ

Γ

Γ=

Γ= Γ

= Γ =

Γ
Γ

= Γ= Γ

Γ

Γ

∑

∑ ∫

G G

G
G

 (2)

где ( ) ( ), ,
, ,

R

N x t
f x t

N
Γ

Γ =
G

G
 — вероятность состояния Γ  в ансамбле.



22

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

Отметим, что предел бесконечного числа повторений эксперимента с сум-
мой по всем состояниям мы заменили суммированием в интегральной фор-
ме в определении среднего по ансамблю.

Нормировка плотности вероятности ( ), ,f x t ΓG
 имеет вид

( )
all  

, , 1,0.f x t d
Γ

Γ Γ =∫
G

Состояние есть полное термодинамическое описание вещества в точке xG  
и времени t . Например, для
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где ( ),kX x tG  — индикаторная функция фазы или материала:
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если материал присутствует

в прочих случаях
k

k
X x t

=⎧
= ⎨=⎩

G

0ρ  — плотность фазы или материала; 0uG — скорость фазы или материала; 

0h  — удельная энтальпия фазы или материала; 0p  — давление; N0τ  — де-
виаторные напряжения; 0

sρ  — виды парциальной смеси; 0
suG  — парциальная 

скорость; 0
sh  — виды парциальной энтальпии с 0 0 ,

виды

sρ ρ= ∑  0 0 0 0 ,
виды

s su u=ρ ρ∑ GG
 

0 0 0 0 .
виды

s sh hρ ρ= ∑
Другие свойства также могут появиться в приведенном выше термодина-
мическом состоянии, это температура фазы или материала 0θ , удельная 
внутренняя энергия фазы или материала 0e  и удельная энтропия фазы или 
материала 0s .

Объемная доля k -го материала .k kXα ≡
Насыпная средняя плотность k -го материала 0 .ˆ kk X ρ≡ρ

Внутренняя средняя плотность k -го материала 0 .k
k

k

X ρ
α

ρ ≡

Насыпная средняя плотность вида s  в k -м материале 0 .ˆ s s
k kX ρ≡ρ

Внутренняя средняя плотность вида s  в k -м материале 
0 .
s

s
k

k

k

X ρ

α
ρ ≡
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Скорость k -го материала 0 0 0 0

ˆ ˆ .
k k

k

k

k
k

X u X u
u ≡ =

ρ ρ
ρ α ρ

G G
G

Полная энергия k -го материала 0 000

ˆ ˆ .
k k k

k k
k

X X
E

E E
≡ =

ρ ρ
ρ α ρ

Энтропия k -го материала 0 000

ˆ ˆ .
k k k

k k
k

X X
s

s s
≡ =

ρ ρ
ρ α ρ

Усредненные напряжения смеси N N
0

.T T≡

Усредненные напряжения k -го материала N
N

0 .
k k

kX T
T

α
≡

Давление (модель одного давления) 0 .p p≡

Давление в k -го материале 0 .k
k

k

X p
p ≡

α
С физической точки зрения объемная средняя плотность представляет со-
бой сумму всех значений плотности, которые реализовались для этой фазы, 
отнесенных к общему числу запусков эксперимента. Объемная средняя 
плотность интуитивно соответствует идее о массе фазы k  на единицу объ-
ема смеси или наблюдаемой плотности материала. С другой стороны, вну-
тренняя средняя плотность физически соответствует суммированию всех 
значений плотности, которые реализовались для этой фазы, поделенной на 
количество реализаций этой фазы в экспериментах.

Внутренняя средняя плотность интуитивно соответствует массе фазы k , 
отнесенной к единице объема смеси, или истинной плотности материала. 
Некоторые исследователи предпочитают работать с объемными средними 
плотностями [18], тогда как другие — с внутренними плотностями [11]. Это 
в основном вопрос удобства, поскольку одна может быть легко преобразо-
вана в другую. Здесь будем использовать внутренне осреднение. Отныне, 
когда речь пойдет об усреднении, будет иметься в виду внутреннее среднее, 
если не указано иное.

В достаточно широком диапазоне условий (с общими веществами) точные 
балансовые уравнения, действительные внутри каждого материала, имеют 
вид:

 0 0 0 — сохранение массы материала,uρ ρ= − ∇⋅� G
 (4)
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 ( )0 0 0 0 0 0 0 — сохранение массы вида,
s s s s su u u rρ ρ ρ − += − ∇⋅ − ∇⋅ �G G G�  (5)

 N00 0
0

— баланс импульса материала,u T gρ = ∇⋅ + ρG G�  (6)

 N0 0 0 00 0
0

00E T qu g u
⎛ ⎞

ρ = ∇⋅ ⋅ + ∇⋅ + ρ ⋅ + ρ ε⎜ ⎟⎝ ⎠
G G G G� —  (7)

сохранение энергии материала,

 0 0 0
0 0

0 0

q
s

⎛ ⎞ρ ε
ρ ≥ − ∇⋅⎜ ⎟θ θ⎝ ⎠

G
� —  (8)

неравенство энтропии материала.

Для этих законов микроскопического баланса была использована матери-
альная производная, которая определяется так:

 0
0 0 0 — полная производная.

Q
Q u Q

t
∇

∂
⋅

∂
≡ + G�  (9)

Предположим, что полная вариация f  в фазовом пространстве ( ), ,x t ΓG
 [18]

 0 0 ,f f dfu f
t dt

⋅ ⋅
∂ ∂

+ ∇ + Γ = =
∂ ∂Γ

�G
 (10)

где мы полагаем, что, когда следуем за материальной точкой через фазовое 
пространство, вероятность ее появления остается постоянной.

Различные моменты этого уравнения могут быть образованы сначала умно-
жением уравнения (10) на 0 ,Q  а затем усреднением этого результата. Мож-
но показать [18], что в результате получим уравнение

 0 0 0 0 0 0 .Q Q u Q Q u
t

∂
+ ∇⋅ = + ∇⋅

∂
G G�  (11)

Это уравнение эволюции импульса, и детали его получения приведены 
в приложении 2А. Усредненные уравнения сохранения записывают в об-
щем виде для обобщенной величины 0Q , которая потом заменяется на 
различные «значимые» функции, и, выполнив продуманные манипуляции, 
можно получить физически полезные формы уравнения.
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2.2. Сохранение массы
Положив 0 0kQ X= ρ  в (11), получим

( )

0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 .

k
k k k k

k k

X
X u X X X u

t
X X u

∂ ρ
+ ∇⋅ ρ = ρ + +

+

ρ ρ ∇⋅ =
∂

= ρ ρ ρ ∇⋅+

�

�

G

G�

G �

Введем уравнение сохранения массы чистых материалов (микроскопиче-
ский уровень) и определение усредненных результатов:

 0 .k k
k k k ku X

t
ρ

ρ
∂α

+ ∇⋅α = ρ
∂

�G
 (12)

Поскольку мы берем временны́е и пространственные производные функ-
ций, которые не являются гладкими, при усреднении уравнения сохранения 
массы их следует интерпретировать в смысле распределенных или обоб-
щенных функций [12]. Рассмотрим правую часть этого уравнения более 
подробно. Из определения материальной производной следует, что

0
k

k k
X

X u X
t

∂
= + ⋅∇

∂
G�

в смысле обобщенной функции. С другой стороны, пусть intuG  обозначает 
скорость интерфейса фазы или материала k , тогда в материальной произ-
водной kX  исчезают скорости интерфейса:

int 0.k
k

X
u X

t
∂

+ ∇ =
∂

⋅G

В этом легко убедиться, предварительно рассмотрев точки, где либо 0kX =  , 
либо 1kX =  и обе частные производные обращаются в нуль. Следовательно, 
левые части этого уравнения обращаются в нуль одинаково. Для точек на 
границе раздела, которые тоже движутся со скоростью интерфейса, функция 

kX  является скачком, что остается неизменным, так что их следующие мате-
риальные производные интерфейса исчезают. Поэтому можно написать:

 

( )

0 int

0

0 int

0 0

0 ,

k k
k k k

k

X X
X u X u X

t t

u u X

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ∇ − + ∇ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝

ρ ρ ⋅ ⋅

ρ

⎠∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= ⋅− ∇

G G

G

�
����	��


G

�  (13)
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и усредненное уравнение сохранения массы примет вид

 ( ) mass
0 0 int .k k

k k k k ku u u X
t

∂α
+ ∇⋅α = ρ − ⋅∇ ≡ Ω

∂
ρ

ρ G G G
 (14)

Отметим, что kX∇  имеет свойство фильтра дельта-функции Дирака. Таким 
образом, вклад в решение вносят только материальные интерфейсы. kX∇  
равняется произведению единичного вектора нормали к поверхности, ука-
зывающей на фазу k  дельта-функции [9; 19].

( )int , .k kX n x x t∇ = −δG G G

Итак, mass
kΩ  представляет собой поток массы в фазу k  от других фаз через 

интерфейс. Необходимо требовать сохранения массы на границе раздела 
фаз:

 
no.of phases

mass

1

0.k
k =

=Ω∑  (15)

Удобно ввести для последующего использования понятие плотности пло-
щади интерфейса (поверхности раздела) для компоненты k :

ˆ ,k k kA n X= − ⋅∇

где ˆkn  — единичная внешняя нормаль к компоненте k , это ожидаемое зна-
чение соотношения площади поверхности раздела (в небольшом объеме) 
к (малому) объему, в пределе этот объем стремится к нулю.

2.3. Общие уравнения сохранения
Для получения другого уравнения сохранения выведем усредненное урав-
нение баланса из общего микроскопического уравнения баланса. Рассмо-
трим общее микроскопическое уравнение баланса

 0 0
0 0 0 0 0ku J g

t
∂ρ

+ ∇⋅ρ = ∇⋅
ψ

+ ρ
∂

ψ G
 (16)

и

 
( ) ( )0 0

0 0 0 0 0 0 0 .k

d
u J g

dt
ρ

+ ρ ∇⋅ = ρ = ∇⋅ +
ψ

ρψ ψG �  (17)
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Уравнения (16) и (17) справедливы в каждой точке, где имеет место до-
статочная гладкость производных и выполняются следующие условия на 
скачке:

 ( )0 0 0 int 0 ˆ ,u u J n m⎡ ⎤⎡ ⎤ρ − + ⋅⎣ ⎦⎣ ⎦ψ =G G
 (18)

где 0ψ  — консервативная величина; 0J  — молекулярный или диффузион-
ный поток; 0g  — плотность источников; m  — межфазный источник 0ψ  ; 
символ [[ ]] обозначает скачок замыкающих отношений величин через ин-
терфейс.

Очевидно, что эти величины должны быть добавлены к пространственному 
состоянию, например

 { }0 0 0 0 1 2, , ..., , , ..., , .u J X XΓ = ρ ψG
 (19)

Определим также средние значения этих величин:

0 0 ,k
k

k k

X ψ
ψ

α ρ
ρ

≡

0 ,k
k

k

X J
J

α
≡

0 0 .k
k

k k

X g
g

α
ρ

≡
ρ

Положив 0 0 0kQ X ρ ψ=  в уравнении (11), получим

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0  k k

k k

X d X
X u X u

t dt
∂ ρ ρ

+ ∇⋅ ρ = + ρ ∇⋅
ψ ψ

ψ ψ =
∂

G G

0 0
0 0 0 0 0+k k k

d
X X X u

dt
ψ

= ψ +
ρ

ρ ρ ∇⋅ψ =G�

0 0
0 0 0 0 0+k k k

d
X X X u

dt
ψ

= ψ + ψ
⎛ ⎞ρ

ρ ρ ∇⋅⎜ ⎟
⎝

=
⎠

G�
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0 0 0 0 0k k kX X J X g= ρ ∇ +⋅ ρψ + =�

0 0 0 0 0 0k k k kX J J X X X g= ∇⋅ ⋅∇ + ψ +ρ ρ =− �

( )0 0 0 0 0 int 0 0k k k kX J J X u u X X g= ∇⋅ ⋅∇ + ρ − ⋅∇− + ρψ =G G

( )0 0 0 0 0 0 int 0 .k k kX J X g u u J X+ ⎡ ⎤= ∇⋅ ρ + ρ − − ⋅∇⎣ ⎦ψ G G

Вводя скорость флуктуаций в виде '
0k ku u u= −G G G

 в это выражение, получим:

 ( )
( )

'
0 0

0 0 0 int 0

'
0 0 0 0 0 int

Fluct mass int
0 ,

k k k
k k k k k k k k

k k k k

k k k k k k k

k k k k k k k k k k k

u J X u
t

g u u J X

J X u g u u X

J X J J g
κ

ψ

∂α
+ ∇⋅α = ∇⋅α − ∇⋅ +

∂
⎡ ⎤+ α + − − ⋅∇ =⎣ ⎦

= ∇⋅α − ∇⋅ + α − ⋅∇ −

− ⋅∇ = ∇⋅α

ρ ψ
ρ ψ ρ ψ

ρ ρ ψ

ρ ψ

+ ∇

ρ + ρ ψ

ρ⋅ ψα + α + Ω + Ω

G G

G G

G G G
(20)

где 
'

0 0Fluct k k
k

k

X u
J

ρ⋅
=

ψ∇
−

α

G
 — поток ψ  из-за колебаний фазовой скоро-

сти ;k  int
kψ  — эффективные значения ,ψ  которые передаются фазе k от 

других фаз за счет массопередачи или изменения фазы; k
ψΩ  — поток ψ  

к фазе k  от других фаз, обусловленный другими механизмами переноса.

Это общее усредненное уравнение баланса. Для достижения баланса на 
интерфейсе общее уравнение скачка баланса требует выполнения следую-
щего условия:

 
no.of phases

mass int

1

,k k k
k

Mψ

=

Ω =+ Ωψ∑  (21)

где M m=  — ожидаемый чистый эффект всех интерфейсных слагаемых 
ψ -источника.
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2.4. Консервативность массы видов
Микроскопические уравнения баланса массы видов можно записать так:

 0
0 0 ,

s
s s su r

t
∂ρ

+ ∇⋅ρ =
∂

G �  (22)

где 0
sρ  — частичная плотность вида; 0

suG  — удельная объемная скорость; 
sr�  — генерация или источник видов вследствие химических реакций.

Уравнения баланса массы видов в таком виде обычно не используются, по-
тому что об отдельных видах скорости известно немного. Вместо этого они 
записываются в виде

 ( )0 0 0
0

0 0 ,
s

s s ss s ru u u
t

∂ρ
+ ∇⋅ρ = ∇ − +⋅ρ

∂
G G G �  (23)

поскольку имеются  эмпирические знания о поведении первого слагаемого 
в правой части уравнения, что показано ниже. Перепишем это уравнение:

 ( )0 0 0 0 0 0 0
0 0 0

0

0

0 0  ,
s s s s

s ru u u
t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂
+∇ = ∇ − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ρ ρ ρ
ρ ⋅ ρ ⋅ ρ ρ

ρ ρ ρ⎣ ⎦ ρ
�G G G

 (24)

в форме общего усредненного уравнения баланса (20) используя обозна-
чения

( )0 0 0 0 0 0
0 0

0

0

0 ... ... .
s s s

su g rJ u= = −ψ ρ
ρ ρ

=
ρ ρ

ρ
�G G

Таким образом, усредненный вид уравнения баланса массы таков:

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0

0 i

0 0 0

0 nt 0 0 0 .

s
k k k

s s
k k

s s s

s s

X X u X u u
t

X r u u u u X

∂
+ ∇⋅ = ∇⋅ − +

∂
⎡ ⎤+ + −

ρ ρ ρ

ρ − − ⋅∇⎣ ⎦ρ

G G G

G G G G�

Вновь используя скорость флуктуаций и определения средних величин, по-
лучим следующую форму усредненного уравнения баланса массы видов:
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( )

( )

( )

0 0

'

0

0 0

0 0

0 int

0

  

 
относительный поток вида

осцилляции диффузии фазовые превращения

химич
массобмен

s
k k k k

k

s s s
k k

s s

s

k k

s
k k

s

u X u u
t

X u u u X

u u X R

∂
α +∇⋅α = ∇ρ ρ ρ⋅ − −

∂

− ∇⋅ + − ⋅∇ −

− − ⋅

ρ

∇ +

ρ

ρ

����	���


���	��
 ����	���


����

G

	���


G G

G G G

G G �
N ,

еские реакции

 (25)

где усредненная скорость генерации в фазе k  из-за химических реакций 
определяется так:

 .
s

ks
k

k

X r
R =

α

��

2.5. Баланс импульса
Усредненные уравнения баланса импульса получаются из общих уравнений 
путем усреднения уравнения баланса (20) с присвоением 

N0 0 0 0 0
0

... ... :u J T g gψ = = =G G

 
N N

Fluc

mom int mas

t

s ,

k k k
k k k k k

k k k

k

k

k

k k

T T
u

u u
t

g u

⎛∂α
+ ∇⋅α = ∇⋅α

∂

α

⎞ρ
ρ + +⎜ ⎟⎝ ⎠

+ ρ + +Ω Ω

G
G G

G G
 (26)

где термин напряжения флуктуаций N
Fluct

k

T  и источник импульса на интер-
фейсе mom

kΩ  задаются в виде

N N
Fluct 0 m

0

mo, .k

k k

k k
k k

X u u
T T X

ρ
≡ − ≡ −

α
′ ′

⋅∇Ω
G G

Усредненное балансное ограничение поверхностного импульса (условие 
перехода):

 surface tens

no.of phases
mom int

io
m s

1
n

as ,k k k
k

u M
=

Ω + =Ω∑
GG

 (27)
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где surface tensionM
G

 — поверхностный источник импульса, т. е. источник по-
верхностного натяжения.

2.6. Сохранение энергии
Применение соотношения вида

N0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0

0 0... ...1
2

E e u u J T u g g uqψ ⋅ ⋅ + ⋅= = + = = + εG G G G G G

к переменным общего усредненного уравнения баланса (20) дает уравне-
ние сохранения усредненной энергии

 N N ( ) ( )

Fluct Fluct

Fluc Fluct

energy mom int mass in

t

int t int ,

1 1
2 2

1
2

k k k kk k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k

k k

k

e u u u e u u
t

u q q g u

u

e

u u

e

T T

e

∂
α + + ∇⋅α +

∂

⎡ ⎤
= ∇

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ ⋅ + ρ ⋅ + =

⋅ α − ∇⋅α + + α + +⎢ ⎥

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ ⋅ ρ ε ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + + ⋅⎜ ⎟⎝

⎣ ⎦

Ω Ω +
⎠

Ω

G G G G G

G G G G G

G G G

 (28)

где

0Fluct

k

k

k

k k
k

X
e

u uρ
≡

α ρ
′ ′
G G

 — флуктуации кинетической энергии;

N ( )Fluct

 

0

 

00

 

1  
2

 флуктуации потока сдвиговые флуктуации флуктуации потока
внутренней энергии кинетической энергии

k k
k

k
k k

k k kk k

k

k

X T u X u u uX u
q

e
′ ′ ′ ′′ ′

⋅ ρ ⋅ρ
≡ + +

α α α

G G G GG
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— флуктуации потока энергии;

0 0

k k

k
k

X ρ ε
ε ≡

α ρ
 — источник энергии;
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energy
0k kq X≡ ⋅Ω ∇G

 — межфазный тепловой источник;

N
mom int

0
0

k k ku T u X⋅ ≡Ω − ⋅ ⋅∇G G
 — межфазная работа.

Усредненные ограничения баланса межфазной энергии (условие скачка) 
имеют вид

 
no.of phases

energy mom int ma intss int int

1

1 ,
2k k k k k k

k
ku u ue

=

⎛ ⎞⋅ + ⋅ =Ω + Ω Ω ⎜ + ξ⎟⎝ ⎠∑ G G G
 (29)

где ξ  — источник интерфейсной энергии.

Кинетическая энергия Fluct ,ke  связанная с колебаниями скорости, есть тип 
«турбулентной» кинетической энергии. Иногда сумма Fluct

kke e+  интерпре-
тируется как эффективная внутренняя энергия на единицу массы фазы k .

Иногда полезно иметь выражение для баланса флуктуации кинетиче-
ской энергии Fluct .ke  Это выражение получено путем введения величины 

0k ku u u′ = −G G G
 в микроскопический баланс импульса чистой фазы. Принимая 

скалярное произведение этого уравнения за k kX u ′
G

 и выполняя статисти-
ческое усреднение всех конфигураций (поскольку 0k kX uρ ′

G
 обращается 

в нуль), получаем выражение в окончательном виде (см., например, [23]):

N

( )
N

Fluct
FluctFl

k k
t

0

c

0

u

0
02

.

k
k k k k k

k k k k
k k

k
k

e
e Tu u

t

X u u u
X u T g

ρ ρ ⋅ −
∂

α + α ⋅∇ = α ∇
∂

⋅′ ′ ′ ⎛ ⎞
−∇⋅ ⋅ ∇ ⋅

ρ
+ +

⎝
ρ′ ⎜ ⎟⎠

G G

G G G
G G

Это уравнение обнаруживает некоторое сходство с уравнением эволюции 
флуктуаций кинетической энергии в однофазной турбулентной жидкости 
[34]. Первое слагаемое в правой части описывает влияние градиента kuG  на 
развитие Fluct

ke , а второе, как ожидается, — диффузный Fluct
ke , и последний 

член представляет собой мощность, развиваемую напряжениями и внешни-
ми силами [21].

Для большинства многофазных потоков, в том числе для некоторых очень 
(концептуально) простых течений, таких как прохождение газа через 
уплотненный слой или через галечный слой ядерного реактора, характер 

Fluct
ke  несколько отличается от такового в турбулентном однофазном пото-
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ке. В отличие от однофазной жидкости, в которой колебания исчезают для 
медленных потоков, эти колебания для многофазного потока существуют, 
однако замедляют поток. По этой причине Fluct ,ke  вызывающую гидродина-
мические взаимодействия между фазами, иногда называют псевдотурбу-
лентностью [21].

2.7. Неравенство энтропии
Локальная форма неравенства энтропии (8), которое иногда называют 
«вторым законом термодинамики», используется для ограничения на опре-
деляющие соотношения для описания уникальных фаз или поведения мате-
риалов. С использованием для общего усредненного соотношения баланса 
(20) следующих выражений:

0 0
0

0
0 0

0

0... ...
q

s J g= = − =
θ

ε
ψ

θ

G

усредненное неравенство энтропии имеет вид

( )Fluct entropy m tass in ,k k k
k k k k k k kk k k k k ku

s
s

t
s S

∂α
+ ∇⋅α ∇⋅α α Ω

ρ
ρ ≥ Φ + Φ + ρ + + Ω

∂
G

 (30)

где

0

0
k

k
k

X
q

−
α

≡
θ

Φ

G

G
 — поток энтропии;

c 0Flu t k
k

k

kksX uρ ′
Φ ≡

α
′

−
GG

 — колебания потока энтропии;

0

00
k

k
k k

X
S

ρ ε

α
θ

≡
ρ

 — источник энтропии;

entro 0py

0
k kX

q
≡Ω ⋅∇

θ

G
 — источник межфазной энтропии.
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Это неравенство энтропии соответствует [11] и называется микроскопиче-
ским неравенством энтропии.

Макроскопическое неравенство энтропии может быть получено путем сум-
мирования неравенства (30) по всем фазам или материалам, присутствую-
щим в смеси [31]. Макроскопическое неравенство энтропии полезно для 
наложения ограничений на фазовые или материальные взаимодействия 
определяющих соотношений. В среднем поверхностное неравенство энтро-
пии (условие перехода) имеет вид

 int
no.of phases

entropy mass

1

0.k k
k

ks
=

≥Ω + Ω∑  (31)

2.8. Уравнение распространения 
объемной доли
Остается получить динамические отношения, которые эффективно отра-
жают граничные условия на микроуровне. Учтем тот факт, что объемные 
доли могут быть изменены без влияния на общее движение и, в некотором 
смысле, модели системы микроструктурных сил, действующих в многофаз-
ной смеси. 

Начнем с предыдущего отношения для лагранжевой интерфейсной матери-
альной производной kX  

int  0,k
k

X
u X

t
∂

+ ⋅∇ =
∂

G

которое при усреднении дает

int
int

int int

 

0.

k k
k k k

k
k k k k k

X X
u X u X

t t

X u X u X
t t

∂ ∂
+ ⋅∇ = + ⋅∇ =

∂ ∂
∂α∂

= + ⋅∇ = + ⋅∇ =
∂ ∂

G G

G G

Вводя флуктуацию скорости интерфейса в виде

int ,I Iu u u= −′
G G G
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где IuG  — средняя скорость интерфейса, в предыдущее уравнение, полу-
чим

( )int

vol 0,

k k
k I I k

k k
I k I k I k I k

k k
I k I k I k k

u X u u X
t t

u X u X u X u X
t t

u u X u
t t

∂α ∂α
+ ⋅∇ = + + ⋅∇ =′

∂ ∂
∂α ∂α

= + ⋅∇ + ⋅∇ = + ⋅ ∇ + ⋅∇ =′ ′
∂ ∂

∂α ∂α
= + ⋅∇α + ⋅∇ = + ⋅∇α − Ω =′

∂ ∂

G G G

G G G G

G G G

где vol
kΩ  — движущая функция для изменения объемной доли kα .

Таким образом, это уравнение записывается в виде

 vol .k
I k ku

t
∂α

+ ⋅∇α = Ω
∂

G
 (32)

В связи с центральной ролью, которую это уравнение распространения 
объемной фракции играет в современных условиях, следующий раздел по-
священ корректной модели двухфазного потока с правильной динамикой 
волн.

2.9. Гиперболическая модель двухфазных 
течений из семи уравнений с двумя 
давлениями и двумя скоростями
До 1981 г. предпринимались попытки удалить некорректную природу из 
полного уравнения двухфазного потока, например [5; 14; 25; 26; 29]. Авто-
ры этих исследований пытались получить замыкание классической системы 
из шести уравнений с помощью алгебраических средств и достигли некото-
рого ограниченного успеха. Но при этом оказалось, что не хватает какой-то 
ключевой компоненты.

В 1981 г. была опубликована статья [22], определяющая недостающие ком-
поненты в сжимаемых двухфазных потоках. Ее автор Nguyen использовал 
производство энтропии для каждой фазы, выполняя анализ (типа Onsager), 
и в результате была получена билинейная форма в термодинамических 
потоках и в их сопряженных силах. Из анализа он вывел так называемые 
феноменологические законы, один из которых в первом приближении вы-
глядит так:
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  ,k k
k i k kp p L w

t zα
∂α ∂α⎛ ⎞− = +⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂

 (33)

где обозначения являются стандартными, kw  обозначает z-компоненту 
фазовой скорости k , ákL  обозначает феноменологический коэффициент, 
который, возможно, будет «получен из структуры потока».

Чтобы завершить набор замыкающих уравнений, Nguyen предложил опре-
делить интерфейсное давление ip  следующим образом:

 ( )
2

1 2
1

1 , ,
2i k k k k

k

p p w w
=

⎡ ⎤= − ρ ξα⎣ ⎦∑  (34)

где kξ  должен быть определен согласованно с физической ситуацией.

Кроме того, Nguyen считал разумным предположение, что феноменологиче-
ские коэффициенты равны:

1 2 .L L Lα α α= =

При этих предположениях он получил модель из семи уравнений с реаль-
ными характеристиками, которая была гиперболической и сформулирована 
как хорошо поставленная задача с начальными условиями.

Однако Nguyen не проделал (по крайней мере в [22]) следующую полезную 
манипуляцию. Добавление ее в уравнения (49) и (50) для устранения ip  
дает

1 2 1 2

á

.
2 2

w w p p
t z L

+ −∂α ∂α
+ =

∂ ∂

Перед тем как дальше развивать уравнения из [22], предположим, что фе-
номенологические коэффициенты не равны, тогда легко получается сле-
дующее:

 1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

.
L w L w p p

t L L z L L
⎛ ⎞+ −∂α ∂α

+ =⎜ ⎟∂ + ∂ +⎝ ⎠
 (35)

Теперь, если 2 1L L�  и 1w
 
имеет тот же порядок, что и 2w , соотношение 

(35) аппроксимируется в виде
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1 2
2

2

.
p p

w
t z L

−∂α ∂α
+ ≈

∂ ∂

Эти отношения привлекательны тем, что изменения объемной фракции 
регулируются динамическими отношениями, в которых разница давления 
между двумя фазами инициирует фазовые изменения. Если фазы имели 
одинаковое давление, то изменений в объемной доле не будет. Знамена-
тели в правой части уравнения, т. е. комбинации феноменологических ко-
эффициентов для двух фаз, будут определяться тем, как было достигнуто 
равновесное «быстрое» давление. Уравнение фазовой адвекции или урав-
нение распространения объемной фракции может быть распространено 
на уравнение адвекции скорости, где фазовые скорости взвешиваются со 
своими феноменологическими коэффициентами.

В 1983 г. был опубликован доклад [24], который позднее стал приложением 
к классической работе по рациональной термодинамике [31]. В дополне-
ние к традиционным аксиомам баланса в [24] постулируется дополнитель-
ная балансная аксиома, которая описывает изменения объемной фракции. 
Там использована идея неравенства энтропии для смеси, требующая огра-
ничения, чтобы смесь быть насыщенной. Это привело к уравнению рас-
пространения объемной фракции, названному балансом уравновешенной 
силы с учетом того обстоятельства, что составные объемные доли могут 
изменяться, не затрагивая общего движения. Это уравнение в некотором 
смысле является моделью системы микроструктурных сил, действующей 
в многофазных смесях.

Такой подход не нашел признания у исследователей, изучающих двухфаз-
ные течения жидкости, вероятно, потому, что вывод уравнения был аксио-
матическим [31] (в отличие от используемых некоторых типов усреднения), 
а также из-за отсутствия знакомства с терминологией. Однако спустя не-
сколько лет была опубликована монография [8], в которой использовалось 
строгое объемное усреднение наряду с базовым постулатом о деформации 
материала, чтобы получить дополнительные уравнения переноса для мно-
гофазных смесей, которое было очень похожим.

В декабре 1983 г. Baer и Nuziato из SNL реализовали двухфазную теорию 
смеси для описания перехода от дефлаграции к детонации (DDT) в грану-
лированных реактивных материалах [3]. Позже это исследование было 
опубликовано [4]. Тем не менее (возможно, из-за контекста приложения 
в дополнение к его аксиоматическому выводу) данный метод не привлек 
внимания в сообществе двухфазной гидродинамики. В этой работе неравен-
ство энтропии для двухфазной смеси было использовано непосредственно 
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для уравнения распространения объемной фракции, которое (в контексте 
его применения) называют уравнением уплотнения (с изменением фазы).

 ( )
+

,s gs s
s s g s

c

s

s

v p p
t z

cα α∂α ∂α ⎡ ⎤+ = − + β +⎣ ⎦∂ γ∂ μ
 (36)

где sβ  — «давление конфигурации», определяющееся изменениями в упа-
ковке слоя или уплотнения; cμ  — вязкость уплотнения, контролирующая 
скорость, при которой достигается равновесное давление.

Это уравнение, полученное разными способами, можно рассматривать как 
более простой, частный случай упомянутого выше уравнения баланса рав-
новесной силы [24]. Эта сжимаемая двухфазная модель из семи уравнений 
(Baer и Nunziato) была гиперболической и корректной. Эти авторы также 
успешно сконструировали численные алгоритмы решения для данной си-
стемы уравнений. В то время как мотивирующие положения для этой мо-
дели сильно отличаются от тех, что применяют в сообществе двухфазной 
гидродинамики, основополагающие принципы очень похожи. Уравнение 
Baer и Nunziato для изменения объемной доли может быть сформулирова-
но в более общем виде:

 ( )
,

,j
j j

j j

v p p
t z

cαα α α
α α α

+

α α

α α∂α ∂α ⎡ ⎤+ = − β − − β +⎣ ⎦∂ μ γ∂ ∑  (37)

где αβ  — давление конфигураций, а коэффициенты теплообмена , j αμ  от-
ражают взаимодействие между фазами.

Эти кинетические уравнения, обеспечивающие замыкание модели смеси, 
являются балансовыми уравнениями сил с участием давления конфигура-
ций, давления фаз и вязких напряжений, связанных с зависящими от ско-
рости изменениями объемной фракции. Коэффициенты релаксации , j αμ  
имеют размерность единицы вязкости. Более того, подобно разработке 
Nguyen (но в отличие от [24]) это определяющие уравнения, а не уравнения 
поля. Как отмечено в [2], они отражают граничные условия на микроуров-
не. В [27] было выполнено преобразование уравнения эволюции объемной 
фракции в эволюционное уравнение микроскопической плотности масс. 
В [17] было получено уравнение эволюции плотности массы, имеющее не-
сколько иной характер.

Рассмотрим виртуальную ячейку физической модели смеси для двухфаз-
ного потока. В фиксированном объеме V  присутствуют две несмешиваю-
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щиеся компоненты, масса которых 1m  и 2m  соответственно. Компоненты 
занимают объемы 1V  и 2V  такие, что 1 2V V V+ = .

Компоненты фазы имеют плотности материала 1ρ  и 2ρ  такие, что

1 2
1 2

1 2

,
m m

V V V= + = +
ρ ρ

или

1 2 1 2
1 2

1 2

1 + ,
V V m m
V V V V

= + = α α = +
ρ ρ

где 1
1

V
V

α =  и 2
2

V
V

α =  — объемные фракции каждой фазы.

Для каждой составляющей

 1
1

1

m
V

ρ =  и 2
2

2

m
V

ρ =  (38)

и

 ( ) 1
1 1 1 1 1

1
1 , ,   ,

m
p f I f I

V
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎝ ⎠
ρ  (39)

 ( ) 2
2 2 2 2 2

2
2 , ,   .

m
p f I f I

V
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎝ ⎠
ρ  (40)

Теперь, если 1V  и 2V  скорректированы (в зависимости от ограничения 

1 2V V V+ = ) до тех пор, пока давления фаз равны равновесному давле-
нию p  :

 1 2
1 1 2 2

1 2

 ,   , .
m m

p f I f I
V V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (41)

При этом равновесном давлении соответствующие фазовые объемы дают 
равновесную объемную долю:

1 ,
V
V

ε
1α =
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2 .
V
V

ε
2α =

Это может быть достигнуто в целом динамически следующим образом. Во-
первых, следует обратить внимание на то, что

( ) 1
1 1 1 1 1

1
1 , ,   ,

m
p I f

V
f Iρ

α
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎝ ⎠

( ) 2
2 2 2 2 2

2
2 , ,  ,

m
p f I f I

V
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎝ ⎠
ρ

α

а также на то, что

1 2 ,
d d
dt dt
α α

= −

2 2
1 2

2 2 .
d d
dt dt

α α
= −

Теперь интуитивно рассмотрим динамическое уравнение

 1 1 2 .
d p p
dt
α −

=
τ

 (42)

Если 1α  сжимается слишком сильно ( )1 2p p> , то 1α  будет увеличиваться 
со временем, позволяя 1p  уменьшаться, пока 2α  уменьшается, позволяя 

2p  расти. Этот процесс заканчивается, когда 1 2p p p= =  и, таким образом, 

1 0.
d
dt
α

=  Скорость релаксации τ  определяет скорость, с которой фазы ста-

билизируются.

В целом можно написать:

 
( ) ( )

( )

2
1 1

2

.

мирокинерция вязкость уплотнения

микроструктурные силы

d d
dtdt

F

α α
⋅ + ⋅ =

= =
 (43)

Микроструктурная сила F  является релаксационным слагаемым, которое 
предназначено для моделирования движущей силы или «резистенции» 
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смеси при изменении ее конфигурации. Будем сжимать слой газо-твердых 
частиц,

 
( ) 0,

0
s g s g s s s

s g g s s

p p p
F

p p

⎧ − − β − β >⎪= ⎨
− − β ≤

α

α⎪ α⎩

α для

для
 (44)

в соответствии с учетом уплотнения как необратимого процесса ( sβ  — 
«давление конфигурации» слоя).

Если полагать «микроинерцию» и «давление конфигурации» равными нулю, 
то имеем

( )1
1 2 1 2=

d
p p

dt
α α

α
μ −

или

 
( )1 2 1 21 .

p pd
dt

α α −α
=

μ
 (45)

Мультипликативный коэффициент 1 2α α  в вынуждающей силе F  вклю-
чен по следующим причинам: (1) его величина примерно пропорциональ-
на площади поверхности на единицу объема  /iA V , (2) лучший результат 
достигается в однофазном пределе за счет исчезновения других фаз, т. е. 

( )1 20 1α → α →  или ( )2 10 1α → α → .

В 1998 г. в [28] была опубликована сжимаемая модель потока из семи урав-
нений. Пренебрегая микроинерцией, поверхностным натяжением и кова-
риационными слагаемыми (при условии отсутствия переноса массы между 
фазами) авторы предложили следующую систему уравнений:

 0.k
kk ku

t
∂ρ

+ ∇⋅ρ =
∂

G
 (46)

 ( ) ( )k .k k
kk k k I k m k

u
u u p p u u

t
∂ρ

+ ∇⋅ ρ + = ∇α + λ −
∂

⊗
G

G G G G
 (47)

( ) ( ) ( ) .kk k
kk k k k k I I k m k I k m I

E
E u p u p u u u u p p p

t
ρ

ρ α λ μ
∂

+ ∇⋅ = ⋅∇ ++ − + −
∂

G G G G
 (48)

 ( ),k
I k k mu p p

t
∂α

+ ⋅∇α = μ −
∂

 (49)
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где , ,,k k k k k k k ku p pα α ρ = α=ρ G
 и kE  представляют объемную фракцию, 

плотность массы, скорость, давление и полную энергию жидкой фазы k  
соответственно.

Неравновесная двухфазная модель потока, восходящая к работе Abgrall 
и Saurel [1], представляющая собой вариант оригинальной BN-модели [4], 
предпочтительна вследствие ее симметричной формулировки. В этих мо-
делях предполагается, что каждая фаза сжимаема по своим собственным 
термодинамическим законам. Система включает семь уравнений с част-
ными производными (объемная доля и масса, импульс и баланс энергии 
для каждой фазы) и является гиперболической. Эти уравнения, которые 
представляют собой баланс массы, импульса, полной энергии и эволюцию 
объемной фракции с конкретными условиями межфазного переноса, раз-
мещены в правой части уравнения. В этих уравнениях (для двухфазного 
потока) 1, 2 k =  и соответствует 1, 2 ,m =  Ip  и Iu  представляют собой 
поверхностное давление и скорость. В BN-модели эти переменные выбра-
ны следующим образом: 2Ip p=  и 1Iu u= G , в то время как в модели Saurel 
использованы следующие межфазные значения:

 =1,2

=1,2

 ;
k k kk

I
k kk

u
u

α
=

α

ρ

ρ
∑
∑

 
=1,2

 .I k kk
p p= α∑  (50)

Эта модель содержит параметры релаксации λ  и μ , определяющие рас-
ходы, при которых скорости и давления двух фаз достигают равновесия. 
Эти уравнения замыкаются с помощью двух уравнений состояния: уравне-
ния ограничения насыщения для объемных долей и уравнения состояния 
stiffened (застывшего) газа.

 1 2+ 1.α α =  (51)

 ( ) ( )1 ,k k k k k k kp e q= − − γρ π−γ  (52)

где ke  — внутренняя энергия; , ,k k kqγ π  — константы, специфичные для 
каждой фазы k .

Модель является гиперболической и корректной, позволяет решать задачи 
в ситуациях, с которыми другие модели не справляются. В оригинальной 
модели Baer и Nunziato, становящейся все более популярной в литературе 
и известной как БН-модель, скорость iu  принята равной скорости наиме-
нее сжимаемой фазы, а межфазное давление ip  — давлению в наиболее 
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сжимаемой фазе. Saurel и Abgrall, принимали ip  равным давлению смеси, 
а за iu  принимали скорость центра масс. В [20] представлены усовершен-
ствованные процедуры релаксации давления для этого метода.

Новые варианты этой теории появились в литературе под названием «ме-
тод дискретных уравнений» (DEM) [1]. В традиционном подходе, который 
был представлен выше, сначала усреднялся микроскопический уровень 
одной фазы дифференциальными уравнениями в частных производных 
(PDE) в течение предполагаемого фазового распределения топологии, что-
бы получить макроскопический уровень многофазных уравнений. Тогда же 
были сделаны соответствующие упрощающие предположения для макро-
скопического уровня PDE.

Макроскопические многофазные уравнения потока численно дискретизу-
ются, а полученные уравнения решаются с использованием конечных раз-
ностей, конечных объемов или методом конечных элементов для получения 
«стандартных» численных решений.

В DEM подходе используется предположение об общей топологии распре-
деления фаз. Тогда численное решение в расчетной ячейке получается 
с использованием римановских или приближенных римановских соотноше-
ний. Это частное решение усредняется по объему ячейки и по времени для 
получения значимого решения. DEM метод включает в себя давление и ско-
рость для каждой фазы, он эффективно решает уравнения Эйлера только 
локально, этот метод гиперболический и дает корректное решение динами-
ческой волны. Он предоставляет еще и дополнительный бонус (например 
[7]) — использовать новый метод гомогенизации (DEM), чтобы получить не 
только модель из семи уравнений, приведенную выше, но и явные формулы 
замыкания для ip  и iu , симметричные, совместимые со вторым законом 
термодинамики и ответственные за выполнение интерфейсных условий. 
При решении проблем контакта/интерфейса он также дает общую явную 
формулу для μ . В акустике, в непрерывном пределе, этот способ приводит 
к системе уравнений (для простоты без массообмена):

( )1
1 1 2 ,Iu p p

t
∂α

+ ∇α ⋅ = μ −
∂

G

( ) ( )1
1

0,u
t

∂ αρ
+ ∇⋅ αρ =

∂
G

 
( )

N ( )1
1 2 1

1

,I

u
u u p I p u u

t
∂ αρ ⎛ ⎞+ ∇⋅ αρ ⊗ + α = ∇α + λ −⎜ ⎟⎝ ⎠∂

G
G G G G

 (53)
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( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 1 21

,I I I I

E
E p u p u u u u p p p

t
αρ

α ρ α λ μ⋅
∂

⎡ ⎤+ ∇⋅ + = ∇ + − − −′ ′⎣∂
⋅⎦

G G G G G

( ) ( )2
2

0,u
t

αρ
αρ

∂
+ ∇⋅ =

∂
G

( )
N ( )2

2 2 1
2

,I

u
u u p I p u u

t
αρ

αρ α α λ
∂ ⎛ ⎞+ ∇⋅ ⊗ + = ∇ + −⎜ ⎟⎝ ⎠∂

G
G G G G

( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 1 1 22

,I I I I

E
E p u p u u u u p p p

t
αρ

α ρ α λ μ⋅
∂

⎡ ⎤+ ∇⋅ + = ∇ + − − −′ ′⎣∂
⋅⎦

G G G G G

где 
1, , , ,
2

u p E E e u u⎛ ⎞α ρ = + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
G G G

 и e  представляют собой объемную 

долю, плотность, скорость, давление, полную энергию и внутреннюю энер-
гию соответственно.

Межфазные переменные были определены в [1], так что

1 1 2 2 1 2 1

1 2 1 21

,I
Z u Z u p p

u
Z Z Z Z

+ ∇α −
= +

+ +∇α

G G
G

( )2 1 1 2 1 2 1
2 1

1 2 1 2 1

.I
Z p Z p Z Z

p u u
Z Z Z Z

+ ∇α
= + ⋅ −

+ + ∇α
G G

Эти переменные соответствуют интерфейсной скорости и давлению, воз-
действующему на поверхность двухфазного контрольного объема, т. е. 
в местах, где присутствует градиент объемной доли. Усредненная поверх-
ностная скорость и давление, действующее внутри двухфазного контроль-
ного объема, задаются в виде

1 1 2 2

1 2

,I
Z u Z u

u
Z Z

+
=′

+

G G
G

2 1 1 2

1 2

.I
Z p Z p

p
Z Z

+
=′

+

Механическая неравновесность представлена процессом релаксации, ско-
рость которого контролируется следующими параметрами:
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( )1 2
1 ,
2

Z Zλ = μ параметр релаксации скорости

( )
1 2

,IA
Z Z

μ =
+

параметр релаксации давления

где IA  представляет удельную межфазную площадь; kZ  — акустический 
импеданс фазы ,k  т. е. k k kZ c= ρ .

2.10. Редуцированное или ослабленное 
уравнение формы
Единственная модель равновесного давления скорости соответствует 
одной из моделей [16]. Она получена как асимптотический предел моде-
ли [4] в пределе жесткой скорости и релаксации давления, включает пять 
дифференциальных уравнений, одно из которых неконсервативное. Его 
результирующая скорость звука соответствует работе [30] и обладает не-
монотонным изменением в зависимости от объемной доли. Неконсерватив-
ность и немонотонность представляют собой серьезные вычислительные 
задачи. Чтобы обойти их, построена неравновесная по давлению модель 
из шести уравнений (первая уменьшенная модель — в [16]), также некон-
сервативная, но ее проще решать методом релаксации. Она представлена 
в главе 3.

Модель [16] — нулевое приближение модели Baer и Nunziato с жесткой 
механической релаксацией. В одномерном случае (без переноса массы) 
с учетом только двух жидкостей модель имеет вид

2 2
1 1 2 2 1 1

2 2
1 1 2 2

1 2

,
c c uu

t x xc c
∂α ∂α − ∂

+ =
∂ ∂ ∂

+
α α

ρ ρ
ρ ρ

( ) ( )1 1 0,
u

t x
∂ α ∂ αρ

+ =
∂ ∂

ρ

 
( ) ( )2 2 0,

u
t x

∂ α ∂ αρ
+ =

∂ ∂
ρ

 (54)

2

0,u u p
t x

∂ ∂ +
+

∂
ρ

=
∂
ρ
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( )
0,

E p uE
t x

∂ +∂
+ =

∂ ∂
ρρ

где 21, , , ,
2

u p E E e u⎛ ⎞α ρ = +⎜ ⎟⎝ ⎠
 и e  представляют соответственно объ-

емную долю, плотность смеси, скорость, давление смеси, полную энергию 
и внутреннюю энергию смеси.

Внутренняя энергия смеси определяется так:

 ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,e Y e p Y e p= +ρ ρ  (55)

а массовая доля определяется по формуле

( )
.k

kY =
αρ

ρ
Плотность смеси определяется из соотношения

( ) ( )1 2
ρ = αρ + αρ .

Каждая жидкость определяется собственным выпуклым уравнением состо-
яния (EOS) ( ) ,k k ke e p= ρ , которое позволяет определить скорость звука 
фазы ( ) ,k k kc c pρ= .

Давление смеси p  определяется из решения уравнения (55). В частном 
случае жидкости регулируются EOS застывшего газа

 ( )1 .k k k k k kp e p∞ρ − γ−γ=  (56).

Результирующее EOS смеси выглядит следующим образом:

 ( )
1 1 1 2 2 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1 1
, , , .

1 1

p pe
p e

∞ ∞α γ α γ
ρ

γ γ
ρ α α α α

γ

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

=
+

−γ−

 (57)

Несложно получить уравнения энтропии

0,  1, 2.kds
k

dt
= =
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Эта модель требует конкретных замыкающих соотношений в присутствии 
ударных волн. В пределе слабых ударных волн соответствующие ударные 
отношения были определены в [30]:

0
k k ,Y Y=

0 0( ) ( ) ,u u mρ − σ = − σ =ρ

 0 2 0( ) 0,p p m v v− + − =  (58)

0
0 * 0( ) 0,

2k k k k
p pe e v v+

− + − =

где σ  обозначает скорость ударной волны, а верхний индекс «0» — неу-
дарное состояние.

Ударные отношения были проверены на большом наборе экспериментов 
для слабых и сильных ударных волн [30].

В [13] использовался асимптотический анализ в пределе нулевого времени 
релаксации, чтобы свести двухфазную модель из семи уравнений (которая 
содержит релаксационные слагаемые, что приводит систему к равновесным 
давлению и скорости) к редуцированной гиперболической системе из пяти 
уравнений. 

В главе 3 представлены новая система уравнений, полученная из модели 
семи уравнений, и численный метод для эффективного выполнения прямо-
го численного моделирования (DNS) с помощью подхода диффузионного 
интерфейса  (DIM).

В дальнейшем следует обратить внимание на получение правильного вол-
нового поведения во время переходных процессов и на математические 
формулировки, а также на прозрачность численных методов. Рассмотрен-
ные выше методы удовлетворяют этим требованиям и являются коррект-
ными как для усредненных моделей многофазных течений, так и моделей 
типа DNS.

Приложение 2А. Уравнение эволюции 
импульса
При выводе уравнения эволюции импульса особое внимание уделено функ-
циональным зависимостям. Определим среднее по ансамблю некоторого 
свойства 0 :Q
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 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 ,, , ,Q x t Q f x t d≡ ΓΓ Γ∫
G G

 (A.1)

где, например, { }0 0 0 0 1 2,,  , , , ... .u e X XΓ = ρ G

Заметим, что 0Q  явно зависит от состояния 0Γ , его среднее значение 0Q  
зависит от позиции xG  и времени t , которое оно приобрело от функции 
вероятности ( )0, , .f x t ΓG

 В самом деле, 0Q  теряет явную зависимость 
от 0Γ  самим своим определением как интеграла по всем возможным со-
стояниям 0Γ .

Изменение вероятности есть

0
0

  ,f f fdf dt dx d
t x

∂ ∂ ∂
= + ⋅ + ⋅ Γ

∂ ∂ ∂Γ
G

G

тогда временные вариации вероятности можно записать в виде

 0 0
0

 .df f fu f
dt t

∂ ∂
= + ⋅∇

∂
⋅+ Γ
∂Γ

�G
 (A.2)

Если теперь умножить это уравнение на ( )0 0Q Γ  и проинтегрировать по 

0 -Γ пространству, получим

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0

.df f fQ d Q d Q u fd Q d
dt t

∂ ∂
Γ = Γ + ∇ Γ + Γ Γ

∂ ∂Γ
⋅ ⋅∫ ∫ ∫ ∫

G
 (A.3)

Рассмотрим каждое слагаемое этого выражения. Поскольку 0Q  не зависит 
явно от времени t ,

( ) ( ) ( )0
0 0 0 0 0 0 0 ,

Q ffQ d d Q fd Q x t
t t t t

∂∂ ∂ ∂
Γ Γ = Γ = Γ =

∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫
G

.

Аналогично, поскольку 0Q  не зависит от xG , имеем

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

 

, , .

Q u fd Q f u d Q u f d Q f u d

Q u fd Q u fd

Q u x t Q u x t

⋅ =

= ⋅ ⋅ =

= ⋅

∇ Γ = ∇ ⋅ Γ = ∇⋅ Γ − ∇⋅ Γ

∇ Γ − Γ

∇ − ∇⋅

∇

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

G G G G

G G

G G G G

Также известно, что 0Γ�  не зависит от 0Γ , таким образом,
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До тех пор пока 0Q  является физически консервативной величиной, мы 
также имеем

0 0 0.dfQ d
dt

Γ =∫

Подстановка всех этих выражений обратно в интегральное уравнение, при-
веденное выше, дает уравнение эволюции импульса (11)

0
0 0 0 0 0 .

Q
Q u Q Q u

t
∂

+ ∇⋅ = + ∇⋅
∂

G G�

Примечание. Вместо уравнения [18]:

0 0
0 0 0 0 0

0

,
Q Q DfQ u Q d
t Dt

∂ ∂
+ ∇⋅ = Γ + Γ

∂ ∂Γ ∫
G �

чтобы быть корректным, следует использовать уравнение вида

0 0
0 0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0 .

Q Q DfQ u Q u Q d
t Dt

DfQ Q u Q d
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∂ ∂
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Глава 3. Простые и эффективные методы 
релаксации для поверхностей раздела, 
разделяющих сжимаемые жидкости, 
и для кавитирующих течений

Рассматривается численная аппроксимация модели из пяти уравнений для 
двухфазных течений из [18]. Эта модель отлично зарекомендовала себя 
при численном разрешении поверхностей раздела, разделяющих сжимае-
мые жидкости, а также при распространении волн в сжимаемых смесях [2; 
29; 31]. Однако численная аппроксимация такой модели связана с серьез-
ными трудностями. Среди прочего это немонотонное поведение скорости 
звука, вызванное многократными звуковыми переходами в зонах числен-
ной диффузии на интерфейсах. Кроме того, вариации объемной фракции 
при прохождении акустических волн приводят к трудностям при решении 
задачи Римана, в частности при получении приближенных солверов. Еще 
одна проблема — обеспечение положительности объемной доли при на-
личии ударных волн или сильных волн разрежения. Чтобы обойти эти 
трудности, разработана модель неравновесного давления, представляю-
щая собой односкоростную неконсервативную гиперболическую модель 
с двумя уравнениями энергии, включающими термины релаксации. Модель 
содержит уравнение состояния и сохранения энергии по обеим сторонам 
интерфейсов и гарантирует правильную передачу через интерфейсы удар-
ных волн. Эта формулировка значительно упрощает численное решение. 
В соответствии со стратегией, разработанной ранее для другой модели те-
чения [33], гиперболическая часть сначала решается без релаксационных 
слагаемых простым, быстрым и надежным алгоритмом, пригодным для не-
структурированных сеток. Затем слагаемые жесткой релаксации решаются 
с помощью метода Ньютона, который также гарантирует положительность 
и надежность. Алгоритм и модель сравниваются с точными решениями 
уравнений Эйлера, также как и с решениями модели из пяти уравнений при 
экстремальных условиях течения для расчета интерфейса и кавитирующих 
течений, включающих динамику появления интерфейсов. Чтобы обеспе-
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чить правильную динамику ударных волн, распространяющихся через мно-
гофазные смеси, метод искусственного теплообмена [31] был адаптирован 
к рассматриваемой формулировке.

3.1. Введение
Сжимаемые многофазные течения и смеси возникают во многих ситуациях 
природного и техногенного характера. К таким ситуациям можно отнести: 
динамику пузырька, взаимодействие ударной волны с разрывами материи, 
взрывы высокоэнергетических материалов, гиперскоростные соударения, 
кавитирующие потоки, системы горения и т. д. Актуальными являются точ-
ное и эффективное вычислительное решение проблем взаимодействия фаз 
при экстремальных условиях течения (высоком отношении давлений — 
примерно 107, высоком отношении плотностей — примерно 103), а также 
вычисление динамики появляющихся интерфейсов, которые возникают 
в кавитирующих потоках и явлениях расщепления (ядерной реакции). Эти 
интерфейсы могут разделять чистые среды, а могут разделять и смеси ма-
териалов, в которых тоже важна динамика волн. Такие ситуации часто по-
являются в физике взрывов, ядерной физике, порошковых инженерных 
и многих других приложениях. Цель настоящего раздела — демонстрация 
общей формулировки и алгоритма решения проблем интерфейса, разделя-
ющего сжимаемые среды или смеси в экстремальных условиях.

Схемы типа Годунова и их варианты уже достигли такого уровня зрелости, 
при котором можно решать однофазные потоки в присутствии разрывов. 
Тем не менее наличие больших разрывов термодинамических переменных 
и уравнений состояния в материальных интерфейсах приводит к численной 
неустойчивости, осцилляциям и недостаточной точности вычислений [1; 
48]. Чтобы обойти эти трудности, были разработаны два класса методов:

рассматривающие ин• терфейс в виде резкого разрыва (методы острого 
интерфейса — SIM);
рассматривающие инт• ерфейс как диффузионную зону подобно кон-
тактным разрывам в газовой динамике (методы диффузионного интер-
фейса — DIM).

Класс лагранжевых SIM — самый естественный [10; 17]. В этом контек-
сте вычислительные сетки движутся и искажаются вместе с материальным 
интерфейсом. Тем не менее при работе с потоками жидкости деформации 
неограниченны, и в результате искажения сетки могут сделать лагранжев 
подход нерациональным [39]. Эйлеровы методы используют фиксирован-
ную сетку с дополнительным уравнением для отслеживания или рекон-
струкции материального интерфейса. В методе VOF [16] предполагается, 
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что каждая вычислительная ячейка содержит смесь двух жидкостей, каждая 
из которых занимает свой объем и характеризуется своей объемной долей, 
которые переносятся в потоке. Этот метод широко используется для несжи-
маемых потоков, поскольку в нем нет никакой специальной термодинамики 
для вычисления ячеек смеси [15]. Для сжимаемых потоков используются 
дополнительные уравнения энергии, также как и процедуры релаксации 
давления [4; 26]. Эти методы выглядят эффективными в результате акку-
ратного управления различными уравнениями на дискретном уровне. В ли-
тературе не формализована четкая связь такого дискретного управления 
с данной системой непрерывных дифференциальных уравнений в частных 
производных. 

Другой класс популярных эйлеровых методов основан на методе набора 
уровней Level Set [9; 28; 30; 40], чтобы локализовать и определить ме-
стоположение интерфейса. Для сжимаемых течений необходимо особое 
управление, чтобы гарантировать условия интерфейса. Соответствующая 
работа в этом направлении была проделана в [12] с помощью Ghost Fluid 
Method и в [49] с помощью упрощенной версии этого метода [19]. Данный 
метод привлекателен кажущейся простотой и универсальностью для раз-
ных проблем физики. Тем не менее его использование в любых условиях, 
с большими давлениями и отношениями плотностей не кажется оптималь-
ным. Кроме того, он не является консервативным в отношении перемен-
ных смеси (импульса и энергии). Классу SIM соответствуют Front Tracking 
методы, в которых интерфейс явно отслеживаем течением фиксированной 
эйлеровой сетки. Были приложены значительные усилия, чтобы развивать 
вычислительные коды, использующие такой подход [14; 24]. Следует от-
метить, что ни один из этих методов не способен работать с динамически 
возникающими интерфейсами и решать интерфейсы, отделяющие чистые 
среды и смеси.

Второй тип методов (DIM) рассматривает интерфейсы как зоны численной 
диффузии подобно контактным разрывам в газовой динамике. Диффузные 
интерфейсы соответствуют искусственным смесям, созданным с помощью 
численной диффузии. В этом направлении была выполнены пионерские 
работы [1]. Определение величин термодинамических потоков в этих зо-
нах достигается на основе теории многофазных потоков [2; 29; 31; 33; 35; 
36; 50]. Задача состоит в том, чтобы получить физически, математически 
и численно соответствующие термодинамические законы для искусствен-
ной смеси. Ключевым вопросом является выполнение условия интерфейса 
в этой смеси. Данная категория имеет несколько преимуществ:

один и тот же алгоритм реализуется в глобальном масштабе и в обеих • 
чистых жидкостях, а также в зоне смеси; расширенная гиперболическая 
система используется для решения всех положений течения;
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 эти модели и методы применимы для динамически создаваемых ин-• 
терфейсов, не присутствующих изначально, например в кавитирующих 
течениях, где газовые пузыри динамически появляются в жидкости [23; 
34; 38];
эти методы также могут иметь дело с интерфейсами, разделяющими чи-• 
стые жидкости и смеси жидкостей, например при расчете детонацион-
ных волн в конденсированных взрывчатых веществах, где химический 
распад производит многофазные смеси материалов [5; 34].

Методы второй категории на основе гиперболических моделей многофаз-
ных потоков состоят из двух основных классов:

модели для неравновесных смесей (модель Baer и Nunziato [3] и ее ва-• 
рианты); 
модели для смесей в механическом равновесии [18; 42].• 

В этом разделе мы имеем дело с построением простой, надежной, быстрой 
и точной формулировки для многофазных течений c одной скоростью и од-
ним давлением. Модель Kapila [18] предназначена для вычисления интер-
фейсов, разделяющих сжимаемые жидкости, также как и баротропные и не-
баротропные кавитирующие течения. Специальные численные схемы для 
этой модели были получены в [2; 29; 31; 36].

Модель очень проста. В контексте двух жидкостей она состоит из двух 
уравнений массы, уравнения импульса и уравнения энергии смеси, запи-
санных в консервативной формулировке. Замыкание системы уравнений 
достигается с помощью  равновесного условия для давления, что приво-
дит к дифференциальному уравнению переноса для объемной доли с не-
консервативным слагаемым, включающим дивергенцию скорости и модули 
объемной фазы. Однако последнее уравнение создает серьезные вычисли-
тельные трудности:

Вычисления ударных волн в контексте неконсервативной модели.• 
Положительность объемной доли, когда речь идет об ударных волнах • 
и сильных волнах расширения. Слагаемое с участием дивергенции ско-
рости в уравнении эволюции объемной фракции трудно аппроксимиро-
вать [31]. Это особенно важно для появления динамических интерфей-
сов в кавитирующих потоках.
Немонотонное поведение скорости звука [47], которое производит мно-• 
гократные звуковые точки в зонах численной диффузии на интерфейсах. 
В этом случае задачу сложно решить с помощью точного солвера Рима-
на [31]. Поэтому для потоковых вычислений используют приближенный 
римановский солвер в результате ошибки выборки (с несколькими зву-
ковыми точками), а также при вычислении эволюции неконсерватив-
ного уравнения. Эти трудности в решении задачи Римана объясняются 
колебаниями объемной доли при ударных волнах и волнах расширения.
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Кроме того, чтобы рассмотреть будущие расширения подхода на другие 
классы задач и для достижения мультифизичного моделирования сплош-
ных сред, должна быть улучшена вычислительная эффективность суще-
ствующих алгоритмов. Основными целями мультифизичных задач, которые 
здесь рассматриваются, являются:

сложные уравнения состояния (EOS): Ми — Грюнайзена для конденси-• 
рованных материалов, JWL для взрывчатых веществ [22];
сыпучие материалы, которые включают дополнительные EOS, отражаю-• 
щие контакт энергии гранул и контакт давления [51];
моделирование капиллярных эффектов [32] вместе с фазовым перехо-• 
дом [38];
интерфейсы, разделяющие сжимаемые жидкости и упругие твердые • 
тела при экстремальных деформациях [11; 13; 27; 43]; этот случай осо-
бенно сложен, поскольку EOS для твердых веществ зависит от тензора 
деформации.

В данном разделе мы не будем рассматривать все эти задачи, однако оче-
видно, что существует потребность в простой и надежной многофазной 
формулировке. Здесь этот вопрос рассматривается в контексте простейше-
го варианта модели Kapila [18].

Основная трудность этой модели связана с условием равновесного давле-
ния, что в результате приводит к неконсервативному уравнению для объ-
емной доли. Консервативную формулировку можно получить с помощью 
уравнения энтропии. Данная формулировка несостоятельна в присут-
ствии ударных волн. Чтобы обойти эти трудности, эффекты неравновес-
ного давления будут восстановлены в модели Kapila [18]. Это приводит 
к модели из шести уравнений с одной скоростью, но с двумя давления-
ми и соответствующими условиями релаксации. Данная расширенная 
модель уже была представлена в качестве первой уменьшенной копии 
модели Baer и Nunziato [3] в Kapila [18], но никогда не рассматривалась 
для описания диффузионных интерфейсов. Седьмое уравнение добавле-
но для описания полной энергии смеси, чтобы гарантировать правильную 
трактовку ударных волн единственной предельной фазы. Это кажущаяся 
сложность с расширенной моделью на самом деле приводит к значитель-
ным упрощениям в отношении численного решения. В самом деле, модель 
остается гиперболической, только с тремя характерными скоростями рас-
пространения волн, положительность объемной доли легко сохраняется 
и множественные звуковые точки больше не появляются во время гипер-
болической эволюции.

Целью является конструирование простого и эффективного метода для 
численного приближения этой модели потока в контексте диффузных ин-
терфейсов. Когда релаксационные слагаемые опущены, объемная доля 
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остается постоянной при прохождении через акустические волны, и задача 
Римана легко решается с применением приближенного римановского сол-
вера (солверов типа HLLC и акустического солвера Торо [45]). С помощью 
модели неравновесного давления скорость звука ведет себя монотонно от-
носительно объемной фракции, и многочисленные звуковые точки больше 
не появляются внутри зон численной диффузии на интерфейсах. Такая осо-
бенность обеспечивает робастность при рассмотрении кавитирующих пото-
ков [20; 31; 41]. Это гиперболической шаг, затем следует этап релаксации, 
который состоит в определении асимптотического решения дифференци-
альной задачи в пределе бесконечно быстрой релаксации. Таков результат 
асимптотического решения в разрешении алгебраической системы. Соче-
тание этих двух этапов (гиперболического шага и релаксации) гарантирует 
сходимость метода к решениям уменьшенной модели Kapila [18].

Эта часть работы организована следующим образом. В разделе 3.2 речь идет 
о модели Kapila [18], представлена неравновесная модель из шести урав-
нений. Модель из шести уравнений может быть сведена к модели из пяти 
уравнений Kapila [18] в пределе жесткой релаксации по давлению. Пред-
ставлены основные свойства этих моделей: неравенства энтропии и гипер-
боличность. В разделе 3.3 построен численный метод. Приближенные ри-
мановские солверы представлены для гиперболической части, и построена 
схема типа Годунова. Алгоритм релаксации давления также представлен 
в данном разделе. Особое внимание уделяется роли седьмого уравнения, 
используемого для коррекции вычислений неконсервативной энергии 
в пределе одной фазы по обе стороны от интерфейса. Различные тестовые 
случаи представлены в разделе 3.4 вместе с проверкой в отношении точных 
решений уравнений Эйлера и модели из пяти уравнений Kapila [18]. Неко-
торые примеры рассматривают интерфейсы, изначально присутствующие 
в потоке, в то время как другие включают интерфейсы динамического вида. 
Раздел 3.5 представляет расширение метода на случай распространения 
ударной волны в многофазных смесях. Это расширение не имеет значения 
для интерфейсов, разделяющих чистые (или почти чистые) жидкости. Но 
оно имеет значение, когда интерфейс отделяет чистые жидкости и смеси 
материалов. В разделе 3.6 приведено сравнение модели шести уравнений 
с существующими баротропными моделями кавитационных потоков [46]. 
Эти модели представляют собой предельные случаи настоящей модели из 
шести уравнений. Кроме того, предлагается простой алгоритм для решения 
кавитирующих баротропных потоков. Наконец, результаты и дальнейшие 
исследования обсуждаются в разделе 3.7.
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3.2. Модель многофазных течений 
с равновесным давлением и одной 
неравновесной скоростью
Модель равновесного давления и одной скорости соответствует одной из 
моделей Kapila [18]. Она была получена как асимптотический предел мо-
дели Baer и Nunziato [3] как в пределе жесткой скорости, так и в пределе 
релаксации давления. Модель включает пять уравнений в частных произво-
дных, одно из которых неконсервативное. Результирующая скорость звука 
в уравнении соответствует скорости из работы [47] и  демонстрирует немо-
нотонные вариации с объемной долей. Неконсервативность и немонотон-
ность представляют серьезные вычислительные трудности. Чтобы обойти 
их, построена модель неравновесного давления из шести уравнений (пер-
вая уменьшенная модель в Kapila [18]), которая также неконсервативна, но 
зато проще решается методом релаксации. Обе модели представлены ниже.

3.2.1. Модель из пяти уравнений

Модель Kapila [18] является нулевым приближением модели Baer и Nunziato 
[3] с жесткой механической релаксацией. Она рассматривается в контексте 
двух жидкостей:
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емную долю, плотность смеси, скорость, давление смеси, полную энергию 
смеси и внутреннюю энергию смеси.

Внутренняя энергия смеси определяется так:

 ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,e Y e p Y e p= +ρ ρ  (2)

массовая доля определяется по формуле 
( )

.k
kY =

αρ
ρ

Плотность смеси определяется так: ( ) ( )1 2
ρ = αρ + αρ .

Каждая жидкость характеризуется собственным уравнением состояния 
( ) ,k k ke e p= ρ , которое позволяет определить скорость звука фазы

( ) , .k k kc c pρ=

Давление смеси p  определяется путем решения уравнения (2). В частном 
случае жидкость описывается EOS сгущенного газа

 ( )1 .k k k k k kp e p∞ρ − γ−γ=  (3)

Результирующее EOS смеси имеет вид

 ( )
1 1 1 2 2 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1 1
, , , .

1 1

p pe
p e

∞ ∞α γ α γ
ρ

γ γ
ρ α α α α

γ

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

=
+

−γ−

 (4)

Легко получить уравнения энтропии:

0, 1, 2.kds
k

dt
= =

При наличии ударных волн эта модель требует замыкающих соотношений 
в присутствии ударных волн. В пределе слабых ударных волн соответствую-
щие ударные отношения были определены в [37]:

0 ,k kY Y=

0 0( ) ( ) ,u u mρ − σ = − σ =ρ
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 0 2 0( ) 0,p p m v v− + − =  (5)

0
0 * 0( ) 0,

2k k k k
p pe e v v+

− + − =

где σ  обозначает скорость ударной волны, а верхний индекс «0» представ-
ляет неударное состояние.

Эти отношения были протестированы относительно множества эксперимен-
тальных данных для слабых и сильных ударных волн в той же работе [37].

Несмотря на наличие приведенных выше соотношений, эта простая модель 
содержит много трудностей:

С помощью соотношений (5) можно точно или приближенно решить • 
задачу Римана [31]. Даже когда это решение является точным, как по-
казано в той же работе, сходимость численной схемы к точному реше-
нию чрезвычайно трудна, так как система не является консервативной: 
усреднение по ячейке неконсервативных переменных не имеет физиче-
ского смысла. Усреднение по ячейке было заменено процедурами ре-
лаксации в [36] и [31]. Для достижения сходимости для ударной волны, 
распространяющейся в многофазных смесях, необходим искусственный 
теплообмен в ударном слое [31].
Другой вопрос связан с положительностью объемной доли в присут-• 
ствии ударных волн и даже при наличии сильных волн разрежения. На-
пример, при работе со смесью жидкость-газ сжимаемость жидкости на-
столько слаба, что давление, как правило, имеет тенденцию становиться 
отрицательным, в результате чего имеем отказ в вычислений скорости 
звука в газе. Такая ситуация часто встречается в тестовых задачах ка-
витации.

Дополнительная трудность связана со скоростью звука смеси, которая вы-
числяется по формуле [47]

1 2
2 2 2
eq 1 1 2 2

1 .
c c c

α
+

ρ ρ
α

=
ρ

Скорость звука смеси имеет немонотонные изменения с объемной долей, 
как показано на рис. 1. Здесь eqc  представляет собой скорость звука смеси 
при механическом равновесии.

Это немонотонное поведение имеет серьезные последствия для вычисле-
ния интерфейсов, отделяющих сжимаемые жидкости. Рассмотрим, напри-
мер, адвекцию границы раздела жидкость-газ, соответствующую в этой мо-
дели разрыву объемной доли. Во время численного решения разрыв станет 
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зоной смеси. В этой зоне скорость звука имеет немонотонное поведение, 
которое может привести к наличию двух звуковых точек, даже если поток 
является дозвуковым в двух чистых жидкостях. Разрешение звуковых точек 
для этой модели создает трудности, когда инварианты Римана не могут быть 
интегрированы в явном виде [31]. Возможно использование приближенно-
го солвера Римана, где левая и правая лицевые поверхности волн рассма-
триваются как разрывы. Когда используется эйлеров подход для вычисле-
ния потока, может возникнуть ошибка в решении, причем она дважды (для 
каждой звуковой точки) на поверхности раздела смеси на каждом шаге по 
времени.

Чтобы проиллюстрировать трудности, связанные с немонотонной скоро-
стью звука в этой модели, численные результаты, полученные с помощью 
метода [31], представлены ниже. Этот метод рассматривает интерфейсы 
как зоны численной диффузии с помощью метода релаксации Лагранжа. 
Рассматривается ударная труба метровой длины, содержащая две камеры, 
разделенные интерфейсом в месте 0,8 м.x =  Каждая камера содержит 
смесь воды и воздуха. Начальная плотность воды /1000 3

воды
кг мρ =  и EOS 

параметры для воды 4,4
воды

γ =  и 8
, 6 10

воды
Паp∞ = ⋅ . Начальная плотность 

воздуха /10
воздуха

3
кг мρ =  и EOS параметры для воздуха 1,4

воздуха
γ =  и 

, 0
воздуха

Паp∞ = . Левая камера содержит очень небольшую объемную долю 

Рис. 1. Представление скорости звука смеси ( ) ( )2 2 2
eq 1 1 1 2 2 21/ / /c c c= α + ραρ ρ  

в модели из пяти уравнений для смеси жидкая вода — воздух при атмосферных 
условиях
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воздуха 610
воздуха

−α = , и давление в ней равно 910 Па.  Правая камера со-
держит те же жидкости, но объемные доли поменялись местами. Ее дав-
ление равно 510 Па . В обеих камерах начальная скорость равна нулю. 
Точное решение однофазного уравнения Эйлера и решение модели много-
фазных потоков с пятью уравнениями сравниваются на рис. 2 на момент 

200 мкc.t =

Рис. 2. Ударная труба жидкость-газ. Метод релаксации Лагранжа (символы) из 
[31] по сравнению с точным решением (сплошная линия). Сетка в 1000 ячеек. 

Отношение плотностей равно 100, отношение давлений — 10 000 на начальном 
разрыве. Колебания Маха появляются в зоне численной диффузии на интерфейсе 

и в связи с немонотонным поведением скорости звука этой модели

Давление, ГПа
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1
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300
200
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0
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Метод, разработанный Petitpas и др. [31], в состоянии иметь дело с немоно-
тонной скоростью звука и звуковыми переходами на границах, поскольку 
использует метод релаксации Лагранжа. С этим методом нет необходимости 
рассматривать звуковые точки. Он очень эффективен на прямоугольной сет-
ке, но с трудом распространяется на неструктурированные сетки, которые 
исследованы в литературе применительно к баротропным потокам с одной 
немонотонной скоростью звука, например в кавитирующих потоках [20; 7; 
41]. Указанные публикации сообщают о проблеме в контексте простой кон-
сервативной модели кавитации, которая рассмотрена в разделе 3.5.

Чтобы обойти эти трудности и разработать простой алгоритм, способный 
справиться с мультифизичным расширением, рассматривается модель не-
равновесного давления.

3.2.2. Модель из шести уравнений

Модель из шести уравнений также получается из модели семи уравнений 
Baer и Nunziato [3] в асимптотическом пределе только жесткой релаксации 
скорости (первая уменьшенная модель Kapila [18]). Поддерживаются не-
равновесные эффекты давления. Модель из шести уравнений не следует 
рассматривать как физическую модель, а скорее как этапную для решения 
модели из пяти уравнений (вторая уменьшенная модель Kapila [18]). Дей-
ствительно, модель из шести уравнений имеет лучшие свойства для числен-
ной аппроксимации, чем модель механического равновесия:

положительность объемной доли•  легко сохранить;
с• корость звука смеси имеет монотонное поведение.

Эти два свойства являются ключевыми для построения простого, робастно-
го и аккуратного гиперболического солвера. Кроме того, при правильной 
трактовке релаксационных слагаемых решения модели из пяти уравнений 
будут восстановлены.

Уравнения течения. Модель из шести уравнений выглядит следующим об-
разом:

( )1 1
1 2 ,u p p

t x
∂α ∂α

+ = μ −
∂ ∂

1 1 1 1 0,
u

t x
∂α ρ ∂α ρ

+ =
∂ ∂

2 2 2 2 0,
u

t x
∂α ρ ∂α ρ

+ =
∂ ∂
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( )2

1 1 2 2 0,
u p pu

t x
∂ρ + + α∂ρ

+
α

=
∂ ∂

 (6)

( )1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 ,I

e e u up p p p
t t x

∂ ρ ∂ ρ ∂
+ + = − −

∂ ∂
α

α μ
∂

α

( )2 2 2 2 2 2
2 2 1 2 .I

e e u up p p p
t t x

∂ ρ ∂ ρ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂
α α

α μ

Межфазное давление Ip  получено как асимптотический предел межфаз-
ного давления симметричной неравновесной модели из семи уравнений 
[35]. Эта оценка в пределе с одинаковыми скоростями дает

2 1 1 2

1 2

,I
Z p Z p

p
Z Z

+
=

+

где k k kZ c= ρ  представляет акустический импеданс фазы k .

Сочетание двух внутренних уравнений энергии с уравнениями массы и им-
пульса приводит к дополнительным уравнениям энергии смеси:

( )22
1 1 2 2 1 1 2 21 1 2 2

11
22 0.

u Y e Y e u p pY e Y e u

t x

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ρ + + + +∂ρ + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
+

∂

α
=

α

∂
 (7)

Это дополнительное уравнение имеет значение при численном решении для 
исправления ошибок, вызванных численной аппроксимацией двух некон-
сервативных уравнений внутренней энергии в присутствии ударных волн.

Не составляет труда проверить, что в рамках этой модели второй закон тер-
модинамики выполняется. Легко получить уравнения фазовой энтропии:

( )

( )

21 1
1 1 1 1 2

1 2

22 2
2 2 2 1 2

1 2

,

,

ds Z
T p p

dt Z Z
ds Z

T p p
dt Z Z

α

α

ρ = μ −
+

ρ = μ −
+

гарантируя, что энтропия смеси 1 1 2 2( )s Y s Y s= +  всегда эволюционирует 
с положительными или нулевыми колебаниями.
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Эта модель унаследовала хорошую особенность в отношении скорости зву-
ка смеси  ( )2 2 2

1 1 2 2fc Y c Y c= + , которая имеет монотонное поведение относи-
тельно объема и массовой фракций и представляет собой скорость звука 
замороженной смеси.

Модель, таким образом, строго гиперболична с волновыми скоростями 
, - ,f fu c u c u+ . Более подробный анализ гиперболичности и скорости звука 

помещен в разделе 3.3 с приближенным акустическим солвером Римана.

Ударные соотношения. Как и предыдущая модель из пяти уравнений, но-
вая модель также не является консервативной, и ударные соотношения 
должны быть предписаны. Тем не менее предыдущие замечания об удар-
ных соотношениях для модели из пяти уравнений и численная аппроксима-
ция ударных волн с неконсервативной системой уравнений приводят к сле-
дующему выводу: даже когда ударные соотношения известны или приняты 
для неконсервативной системы, очень трудно сделать так, чтобы численное 
решение сходилось естественным образом до конца решения ударного со-
стояния.

«Природная сходимость» означает сходимость «без артефактов», таких 
как искусственный теплообмен [31]. Таким образом, нет необходимости 
определять точные ударные соотношения для модели из шести уравнений, 
в частности потому, что она предназначена только для аппроксимации мо-
дели из пяти уравнений, для которой ударные отношения известны.

Однако некоторые условия допустимости должны соблюдаться с учетом за-
данной аппроксимации условий Гюгонио, по крайней мере условия скачка 
[37]:

сохранение энергии смеси;• 
касание кривой Гюгонио смеси и изоэнтропы смеси;• 
предел одной фазы, для которой условия скачка неоднозначны, изве-• 
стен;
симметрия;• 
производство энтропии.• 

Условия скачка для уравнения сохранения массы:

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0
1 1 1 1 1

0 0 0
2 2 2 2 2

,

.

u u m

u u m

α ρ α ρ

α

− σ = − σ =

− σ = − σ =ρ α ρ

Обозначим давление смеси 1 1 2 2p p p= α + α  и ударный массовый расход 

1 2m m m= + . В этих обозначениях условия скачка импульса можно запи-
сать так:

( )0 0 0p p m v v− + − = .
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Условия скачка энергии смеси имеют вид

( )
0

0 0 0
2

p pe e v v+
− + − = ,

где 1 1 2 2e Y e Y e= +  и 1 1 2 2
1 k

k

v Y v Y v v
⎛ ⎞

= + =⎜ ⎟⎝ ⎠ρ
.

При отсутствии релаксационных эффектов скачок объемной доли есть про-
сто 0

1 1α = α .

Неконсервативные уравнения внутренней энергии не приспособлены 
к определению условий скачка. В соответствии с предыдущими условиями 
приемлемости предложены следующие условия скачка:

 ( )
0

0 0 0.
2

k k
k k k k

p p
e e v v−+ =−

+
 (8)

Ниже приведены условия, которые должны быть выполнены.

Сохранение энергии.

Сумма уравнений скачка внутренней энергии дает

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0 0 01 1 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 0.

2 2
p p p p

Y e e Y v Y v Y e e Y v Y v
+ +

− + − + − + − =

Поскольку k
k

k

v
Y

v
=

α
, имеем

( ) ( )
0 0

0 0 0 0 01 1 2 2
1 1 2 2 0

2 2
p p p p

e e v v v v
+ +

− + − α−α + α =α .

С учетом отношений скачка для объемной доли это уравнение принимает 
вид

( )
0 0

0 01 1 2 2 1 1 2 2 0
2

p p p p
e e v v

α α α α+ + +
− + − = ,

или, проще,

( )
0

0 0 0
2

p pe e v v+
− + − = .
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Данный результат гарантирует, что условия фазового скачка энергии со-
вместимы с сохранением энергии смеси.

Касание кривой Гюгонио смеси и изоэнтропы. Это обязательное свойство 
для решения задачи Римана. Когда объемная доля остается постоянной для 
ударных волн и волн разрежения (в отсутствие релаксационных эффектов) 
и фазовая кривая Гюгонио касается фазовой изоэнтропы, кривая Гюгонио 
смеси обязательно касается изоэнтропы смеси.

Предел одной фазы. Когда одна из фаз исчезает, условия скачка энергии 
в оставшейся жидкости находятся в согласии со скачком энергии одной 
фазы.

Симметрия. Симметрия в композиции позволяет легко расширить задачу до 
произвольного количества жидкостей.

Производство энтропии. Поскольку каждая фаза развивается вдоль своей 
собственной кривой Гюгонио (8), нет сомнений, что энтропия смеси раз-
вивается позитивно.

Путем применения этих отношений задача Римана может быть решена. Чис-
ленные вопросы, связанные с ее решением, рассматриваются в следующем 
разделе. Обращаем внимание, что условия скачка не являются ключом к вы-
числениям ударных волн в многофазных смесях. Было показано, что даже 
когда ударные отношения известны, обеспечить сходимость численной схе-
мы к точному решению очень сложно. Это связано с отсутствием определе-
ния для усредненных по ячейке неконсервативных переменных [31].

Асимптотический предел. Поскольку метод позволит решать модель из 
шести уравнений с условиями жесткой релаксации, важно проверить, что 
в бесконечном пределе быстрой релаксации давления модель из пяти урав-
нений будет восстановлена. Доказательство приведено в приложении 3A.

3.3. Численный метод
В настоящем разделе представлено численное решение модели из шести 
уравнений в пределе жесткой релаксации давления. В регулярных зонах 
эта модель непротиворечива, но в присутствии ударных волн внутренние 
уравнения энергии становятся неуместными. Чтобы поправить термоди-
намическое состояние, предсказанное этими уравнениями в присутствии 
ударных волн, используется уравнение энергии общей смеси. Эта поправка 
будет действовать на обеих сторонах интерфейса, когда течение стремит-
ся к однофазному пределу. Детали коррекции рассмотрены ниже. Теперь 
система из шести уравнений дополняется избыточным уравнением полной 
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энергии смеси. Таким образом, рассматриваемая в ходе численного реше-
ния система включает в себя семь уравнений:

( )1 1
1 2 ,u p p

t x
∂α ∂α

+ = μ −
∂ ∂

( )1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 ,I

e e u up p p p
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∂ ρ ∂ ρ ∂
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∂ ∂
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∂

α

( )2 2 2 2 2 2
2 2 1 2 ,I

e e u up p p p
t t x

∂ ρ ∂ ρ ∂
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u

t x
∂α ρ ∂α ρ
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∂ ∂

 2 2 2 2 0,
u

t x
∂α ρ ∂α ρ
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( )22
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где 2 1 1 2

1 2

,I
Z p Z p

p
Z Z

+
=

+

и уравнение состояния ( ),k k k ke e pρ= .

Эта система снабжена приближенными ударными соотношениями из преды-
дущего раздела, в частности соотношением (8).

3.3.1. Приближенный римановский солвер

Рассматриваются два типа приближенных солверов Римана:
акустический•  линеаризованный солвер Римана;
HLLC•  солвер Римана.

Эти два солвера детализированы в контексте уравнений Эйлера в [45].
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Акустический солвер. Этот приближенный солвер предполагает, что уда-
ры отсутствуют или достаточно слабы. Последнее уравнение системы (9), 
таким образом, можно исключить из рассмотрения. Действительно, оно 
используется только для того, чтобы исправить некоторые недостатки чис-
ленного решения фазовых уравнений внутренней энергии в присутствии 
ударных волн. Система из шести уравнений свободна от релаксационных 
слагаемых и может быть записана со следующими переменными:

( ) 0,W WA W
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂

( )1 1 2 1 2, , , ,, , TW s s u p pα=

( ) 1 2 1 2

2
1 1

2
2 2

0 0 0 0 0
0   0        0 0 0
0 0 0 0 0

.
0 0

0 0 0   0
0 0 0 0

u
u

u
A W p p u

c u
c u

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

α α
ρ ρ ρ

ρ
ρ

Собственные значения матрицы:

0 uλ =  (четыре раза), 1 u cλ = − , 2 u cλ = +

 ( )2 2 2
1 1 2 2 .c Y c Y c= +  (10)

Монотонная замороженная скорость звука, введенная в разделе 3.2, теперь 
определена. Акустический солвер основан на уравнении характеристик, 
которые легко получить:

вдоль траектории, определяемой как • ,dx u
dt

=

1 1 20, 0, 0,
d ds ds
dt dt dt
α

= = =

вдоль траектории, определяемой как • ,dx u c
dt

= −
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1 2 1 1 1 2 2 0,
u cu c u c u c

p p d dp dpdu
c dt dt c dt c dt−− − −
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Эти отношения используются для решения линеаризованной задачи Рима-
на. В предположении слабых изменений по левой и правой сторонам вол-
ны акустический импеданс Z c= ρ  ( c  определяется в (10), ρ  — плотность 
смеси) считается постоянным. Соответствующие отношения скачка:

через волну с правой стороны:• 

* * *
1 1 1 1 2 2, , ,R R R R R Rs s s sα = α = =

( ) ( )* *
1 1 2 2 1 1 2 2R R R RR R
p p Z u p p Z uα + α − = α + α −  c ,R R RZ c= ρ

через волну с левой стороны:• 

* * *
1 1 1 1 2 2, , ,L L L L L Ls s s sα = α = =

( ) ( )* *
1 1 2 2 1 1 2 2L L L LL L
p p Z u p p Z uα + α = +α + α+  c .L L LZ c= ρ

Верхний индекс «*» означает возмущенное состояние.

Решение скорости и давления задачи Римана, таким образом, легко полу-
чить из условий интерфейса:

( ) ( ) ( )* *
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 ,

L R
p p p p p p p∗ ∗α + α α + α α + α == =

* * .L Ru u u∗= =

Итак, решение скорости и давления в задаче Римана имеет вид

 ( )

,

,

L L R R L R

L R

L R R L R L L R

L R

Z u Z u p p
Z Z

Z p Z p Z Z u u
p

Z Z

u∗

∗

+ + −
=

+

+ + −
=

+

 (11)
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с ( )2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2, , , .p p p c Y c YZ c c= ρ ρ ρ ρ= α + α = α + α = +

Соотношения (11) одинаковы для модели из шести уравнений и уравнений 
Эйлера. Различия появляются через определения давления смеси, скорости 
звука смеси и плотности смеси.

После того как давление определено, плотности фаз в области «*» (возму-
щенное состояние) определяются с помощь скачков энтропии.

Этот солвер прост и эффективен для дозвуковых течений или течений в от-
сутствие сильных ударных волн. Но предпочтительнее использовать солвер, 
способный справляться с любыми ударными волнами и произвольными EOS, 
который является положительным (а следовательно, надежным). HLLC сол-
вер [45] удовлетворяет всем этим требованиям.

Солвер типа HLLC. Рассмотрим границу ячейки, разделяющую левое (L) 
и правое (R) состояния. Левостороннюю и правостороннюю скорости вол-
ны легко получить, следуя [8], из оценки

( ) ( )max , , min , ,R L L R R L L L R RS u c u c S u c u c= + + = − −

где скорость звука подчиняется соотношению (10).

Скорость промежуточной волны (или контактного разрыва) оценивается 
с помощью HLL приближения:

2 2( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

L R L L R R
M

L R L L R R

u p u p S u S u
S

u u S S
ρ + − ρ + − ρ + ρ

=
ρ − ρ − ρ + ρ

с плотностью и давлением смеси, определенными выше.

Из этих волновых скоростей определяются следующие переменные со-
стояния:

*( ) ( ) ,R R
k k R k k R

R M

S u
S S

−
α ρ = α ρ

−

*( ) ( ) ,L L
k k L k k L

L M

S u
S S

−
α ρ = α ρ

−

( ) ( )* *
R R R R R R M M Rp p u u S S S S= + ρ − − ρ −  с ( )** ,R k k R

k

αρ = ρ∑
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*
*

*

( )
,

( )
R R R R R R M

R
R M R

E u S p u p S
E

S S
ρ − + −

=
ρ −

*
*

*

( )
( )

L L L L L L M
L

L M L

E u S p u p S
E

S S
ρ − + −

=
ρ −

 c 2
1 1 2 2 .1

2
E Y e Y e u= + +

Скачок объемной доли легко получить, так как в отсутствие релаксацион-
ных эффектов объемная доля постоянна вдоль траекторий жидкости:

* *, .
R R L Lk k k kα = α α = α

Поскольку объемная доля постоянна с левой и правой сторон волн, плот-
ность жидкости определяется из предыдущих соотношений:

* 0 .
R R

R R
k k

M R

u S
S S

−
ρ = ρ

−

Скачки внутренней энергии определяются с помощью соотношения Гюго-
нио (8). Рассмотрим пример жидкостей, регулируемых EOS застывшего газа 
(3). С помощью EOS фазические давления ограничены по своим кривым Гю-
гонио только как функции, соответствующе фазовой плотности:

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

0 *
* * 0

* 0

1 1
 

1
.

1
k k k k

k k k k k
k k k k

p p p p∞ ∞

− ρ − + ρ
ρ = + −

− ρ −
γ

ρ
γ
γ +γ

Внутренние энергии фаз в данном случае определяются из EOS:

( )* * * *, .
R Rk k k ke e p= ρ

Таким образом, имея приближенные солверы Римана, можно перейти к сле-
дующему шагу — созданию схемы Годунова.

3.3.2. Методы типа Годунова

Для простоты представим метод первого порядка. Расширение второго по-
рядка подробно изложено в приложении 3B.

Метод первого порядка. В отсутствие релаксационных членов консерва-
тивная часть системы (9) обновляется традиционной схемой Годунова:
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( ) ( )( )1 * *
1 1, , ,n n n n n n

i i i i i i
tU U F U U F U U
x

+
+ −

Δ
= − −

Δ

где 1 2( ) ,  ( ) , , ;TU u E= αρ αρ ρ ρ⎡ ⎤⎣ ⎦  ( )2
1 2( ) , ( ) , ;,

T
F u u u p E p u⎡ ⎤= αρ αρ ρ + ρ +⎣ ⎦  

2
1 1 2 2  1

2
;E Y e Y e u= + +  1 1 2 2 .p p p+= α α

Уравнение объемной доли также обновляется с помощью метода Годунова 
для уравнений адвекции:

( )( )1 * * * *
1 1 1 1/2 1 1/2 1 1/2 1/2( ) ( ) .n n n
i i i i i i i

t u u u u
x

+
+ − + −

Δ
α = α − α − α − α −

Δ
Эта схема гарантирует положительность объемной доли на гиперболиче-
ском шаге. Возможны другие варианты, например методы типа VOF [26]. 
Использование алгоритма реконструкции может иметь хорошие характери-
стики, которые связаны только с интерфейсами. Эти интерфейсы присут-
ствуют в начальный момент времени. Поскольку мы также имеем дело с ди-
намически появляющимися интерфейсами, предпочтителен метод захвата. 
Это не единственное различие между [26] и описываемым здесь подходом. 
Давление смеси и скорость звука, используемые в настоящей формулиров-
ке, очень отличаются от однофазных оценок, используемых там.

Что касается неконсервативных уравнений энергии, то невозможно опре-
делить точное приближение в присутствии ударных волн [53]. Поэтому 
используем простейшее приближение соответствующих уравнений, пред-

полагая, что произведение ( )
i

n

k
pα  остается постоянным в ходе временно́го 

шага

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1/2 -1/2

1 * *
1/2 1/2 .

i i i i i

n n n
i ik k k k k

te e eu eu p u u
x +

+ ∗ ∗
+ −

Δ
αρ = αρ − αρ − αρ + α −

Δ
Отсутствие точности при вычислении внутренней энергии в этой схеме не 
так важно. Внутренние энергии будут использоваться только для оценки 
давления фаз в конце гиперболического шага, перед шагом релаксации. 
Шаг релаксации даст первую поправку к внутренней энергии в соответ-
ствии со вторым законом термодинамики. А вторая поправка будет вво-
диться с помощью полной энергии смеси. Подробная информация об этих 
двух шагах описана в следующих двух подразделах. Прежде чем перейти 
к этим деталям, рассмотрим базовую ситуацию, принципиально важную при 
работе с проблемами интерфейса, а именно условия равномерного потока.
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Тест на равномерный поток. Основная трудность в решении проблем ин-
терфейса как зоны численной диффузии заключается в конструировании 
модели течения и численной схемы, которые сохраняют условия интерфей-
са. Эта тестовая проблема была рассмотрена в [1] в контексте уравнений 
Эйлера. Рассмотрим одномерный поток в механическом равновесии. Ска-
чок объемной доли распространяется при постоянной скорости u  в поле 
потока с постоянным давлением 1 2p pp= = .

Эта потоковая система первоначально находится в механическом равно-
весии и, следовательно, должна оставаться в механическом равновесии 
в процессе временно́й эволюции.

Рассмотрим поведение настоящего метода Годунова для консервативной 
части этой модели в данном конкретном случае для однородных полей 
давления и скорости. Метод Годунова для уравнений массы записывается 
в виде

( ) ( ) ( ) ( )( )
1/2 1/2

1 , 1, 2.
i i i i

n n

k k k k

t u u k
x + −

+ ∗ ∗Δ
αρ = αρ − αρ − αρ =

Δ
Поскольку скорость однородна, имеем

( ) ( ) ( ) ( )( )
1/2 -1/2

1 .
i i i i

n n

k k k k

t u
x +

+ ∗ ∗Δ
αρ = αρ − αρ − αρ

Δ
Плотность смеси, таким образом, определяется из формулы

( )1
1/2 -1/2 .n n

i i i i
t u
x

+ ∗ ∗
+

Δ
ρ = ρ − ρ − ρ

Δ
Дискретное уравнение импульса при тех же однородных условиях потока 
принимает вид

( ) ( ) ( )1 2
1/2 -1/2 ,n n

i ii i

tu u u
x

+ ∗ ∗
+

Δ
ρ = ρ − ρ − ρ

Δ

т. е. ( ) ( )1 1 .n n

i i
u u+ +ρ = ρ

Таким образом, поток обязательно будет сохранять равномерную скорость 
на следующем шаге по времени:

1 .n
iu u+ =
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Адаптированная численная схема для внутренних энергий становится в ны-
нешней ситуации следующей:

( ) ( ) ( ) ( )( )
1/2 -1/2

1 .
i i i i

n n

k k k k

te e u e e
x +

+ ∗ ∗Δ
αρ = αρ − αρ − αρ

Δ
Рассмотрим, например, EOS сгущенного газа (3):

.
1

k k k
k k

k

p p
e ∞+ γ

ρ =
γ −

Дискретная аппроксимация внутренней энергии теперь такова:

1/2 -1/2

1

1 1

.
1 1

i i

i i

n n

k k

k k

p p p p

p p p pt u
x

+

∞ ∞

∞

+

∗ ∗

∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ γ + γ
α = α −⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ − γ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ γ + γΔ
− α − α⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ γ − γ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

Поскольку параметры EOS постоянны в каждой жидкости, это выражение 
упрощается к виду

( ) ( )

( ) ( ){ }
1/2 -1/2

1

,

i i

i i

n n

k k

k k

p p p p

t u p p p p
x +

+

∞

∗ ∗

∞

∞ ∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α + γ = α + γ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
Δ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− α + γ − α + γ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ

который может быть переписан:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1/2 -1/2

1/2 -1/2

1 1

.

i i i i

i i i

n n n

k i k k kk

n
k k kk

tp p p u
x

tp u
x

+

+

+ + ∗ ∗

∗ ∗

∞

∞

Δ⎧ ⎫⎡ ⎤α + γ α = α − α − α +⎨ ⎬⎣ ⎦Δ⎩ ⎭
Δ⎧ ⎫⎡ ⎤+ γ α − α − α⎨ ⎬⎣ ⎦Δ⎩ ⎭

Адаптированная численная схема эволюции объемной доли в условиях 
равномерной скорости потока становится следующей:

( ) ( )( )1
k k1/2 -1/2

.
i i

n n
k k i i

t u
x

∗ ∗+
+

Δ
α = α − α − α

Δ
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Уравнение внутренней энергии сводится к

1
i

n
kp p+ = .

Адаптированная численная аппроксимация, таким образом, сохраняет 
условия интерфейса в механически равновесных потоках.

Когда EOS являются более сложными, чем для случая сгущенного газа, как, 
например, EOS Ми — Грюнайзена, можно использовать выражение

( )
,

1
k k k k

k k
k

p p
e ∞+ γ ρ

ρ =
γ −

аналогичные свойства сохранения интерфейса наблюдаются эксперимен-
тально. Причина заключается в том, что методы типа Годунова, используе-
мые для уравнений массы и объемной фракции, приводят к протяженному 
полю плотности при прохождении через интерфейс. На локальном уровне 
это более сложное EOS сводится к EOS сгущенного газа.

3.3.3. Шаг релаксации

Этот шаг важен для выполнения интерфейсных условий в течениях с неод-
нородными скоростью и давлением. Это также вынуждает решение модели 
из шести уравнений стремиться к тому же решению, что и в случае модели 
из пяти уравнений.

На шаге релаксации нужно решить систему:

( )1
1 2 ,p p

t
∂α

= μ −
∂

( )1 1 1
1 2I

e
p p p

t
∂ ρ

= μ− −
∂

α
 и ( )2 2 2

1 2 ,I
e

p p p
t

∂ ρ
= −μ

∂
α

1 1 0
t

∂α ρ
=

∂
 и 2 2 0,

t
∂α ρ

=
∂

0,u
t

∂ρ
=

∂
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0E
t

∂ρ
=

∂
с

2 1 1 2

1 2
I

Z p Z p
p

Z Z
+

=
+

и в пределе μ → ∞ .

После некоторых преобразований внутренние уравнения энергии прини-
мают вид

1 1 0,I
e v

p
t t

∂ ∂
+ =

∂ ∂

2 2 0.I
e v

p
t t

∂ ∂
+ =

∂ ∂
Эта система может быть записана в интегральной формулировке:

( )0 0ˆ 0,k k Ik k ke e p v v− + − =

где 0
0

1ˆ .
t

k
Ik I

k k

v
p p dt

tv v

Δ ∂
∂

=
− ∫

Определение усредненного давления ˆ Ikp  должно быть сделано с учетом 
термодинамических соображений.

Суммируя внутренние уравнения энергии, имеем

0 0 0 0
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2ˆ ˆ( ) ( ) 0.I IY e Y e Y e Y e p Y v Y v p Y v Y v− + − + − + − =

Уравнение массы смеси может быть записано в виде

0 0
1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) 0Y v Y v Y v Y v− + − = .

С использованием этих соотношений уравнение энергии смеси примет вид

( )( )0 0
1 2 1 1 1 1ˆ ˆ 0.I Ie e p p Y v Y v− + − =−
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Для выполнения условия сохранения энергии смеси необходимо, чтобы 

1 2ˆ ˆ ˆI I Ip p p= = .

Возможные оценки 1
0ˆ Ip p=  или 1p̂ p∗=  начального и релаксационного 

давления совместимы с неравенством энтропии [36]. Что касается выбора 
той или иной оценки при вычислении состояния релаксации, то результи-
рующей разницей в практических расчетах можно пренебречь. Это незна-
чительное влияние будет показано в разделе результатов. Таким образом, 
решаемая система состоит из уравнений

( ) ( ) ( )* * 0 0 0 * 0ˆ, , 0, 1, 2,k k k k k I k ke p v e p v p v v k− + − = =

и включает в себя три неизвестных: ( )* 1, 2kv k =  и *p . Ее замыкание до-
стигается с помощью ограничения насыщения

1k
k

α =∑  или ( ) 1.kk
k

vαρ =∑

Здесь ( )k
αρ  постоянно в процессе релаксации. Эта система может быть за-

менена на одно уравнение с одним неизвестным *p . С помощью EOS (3) 
уравнения энергии принимают вид

0
* * 0

*

ˆ( 1)
( )

ˆ( 1
,

)
k k k I

k k
k k k I

p p p
v p v

p p p
∞

∞

+ γ + γ −
=

+ γ + γ −

и, таким образом, только для того, чтобы решить уравнение (для *p ), будем 
полагать

 ( ) ( )* 1.kk
k

v pαρ =∑  (12)

После нахождения релаксационного давления удельные объемы фаз и объ-
емная доля определены.

В методе [26] релаксационное давление используется для распростране-
ния решения на следующий шаг по времени. Однако нет гарантий, что EOS 
смеси или энергия смеси будут находиться в соответствии с этим релакса-
ционным давлением. В целях сохранения  полной энергии и правильной 
динамики ударных волн на обеих сторонах интерфейса используется сле-
дующая коррекция.
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3.3.4. Шаг реинициализации

Так как объемная фракция была оценена ранее методом релаксации, дав-
ление смеси может быть определено из EOS смеси на основе энергии смеси, 
которая известна из решения уравнения полной энергии. Поскольку пол-
ная энергия смеси подчиняется закону сохранения, ее эволюция является 
точной во всем поле течения и в частности при ударных волнах.

Рассмотрим снова жидкость с EOS сгущенного газа. EOS смеси в этом случае 
связано с энергией смеси, плотностью и объемной фракцией (4):

( )
1 1 1 2 2 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1 1
, , , .

1 1

p pe
p e

∞ ∞⎛ ⎞α γ α γ
ρ − +⎜ ⎟γ − γ −⎝ ⎠

ρ α α = α α
+

γ − γ −

Это EOS имеет место в чистой (или почти чистой) жидкости и в зоне диф-
фузного интерфейса. Объемная фракция очень слабо изменяется в почти 
чистых жидкостях, так что вычисленное давление является почти точным на 
обеих сторонах интерфейса. Это гарантирует корректную и консерватив-
ную динамику волны по обе стороны границы. Численные эксперименты 
показывают, что внутри зоны численной диффузии на интерфейсе данный 
подход дает точные результаты, как и использование объемной доли в EOS 
смеси (4) дает точный результат в методе релаксации. После того как дав-
ление смеси определено из (4), внутренние энергии фаз являются реини-
циализированными с помощью своих EOS, прежде чем пройдут к следующе-
му шагу по времени:

 ( ), , .k k k k ke e p= α αρ  (13)

Выводы

Относительно численного метода можно сформулировать следующее ре-
зюме:

На каждой•  границе ячейки решается задача Римана для системы (9) 
с помощью выбранного солвера. Рекомендуется использовать HLLC сол-
вер из раздела 3.3.1.
Все переменные•  течения можно оценить с помощью метода типа Году-
нова из раздела 3.3.2.
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Затем следует определить•  релаксационное давление и особенно объем-
ную фракцию путем решения уравнения (12). Метод Ньютона подходит 
для этой задачи.
Далее вычислить давление•  смеси с использованием уравнения (4).
Произвести расчет•  внутренних энергий с расчетным давлением с помо-
щью  соответствующих EOS (13).
Перейти•  к первому пункту для перехода к следующему шагу по времени.

3.4. Тесты и верификация

3.4.1. Адвекция интерфейса в потоке 
с однородными давлением и скоростью

Рассмотрим разрыв объемной доли (разрыв плотности смеси), движущей-
ся при однородном давлении со скоростью потока 100 м/с. Первоначально 
разрыв находится в точке 0,5 мx =  в трубе метровой длины.

Этот разрыв отделяет две почти чистые жидкости: жидкую воду слева 
с заданной плотностью 1000 / 3

воды
кг мρ =  и параметрами EOS застыв-

шего газа 4,4
воды

γ = , 8
, 6 10
воды

Паp∞ = ⋅  и воздух справа с заданны-
ми 10 / 3

воздуха
кг мρ =  и с параметрами EOS идеального газа 1,4

воздуха
γ =  , 

, 0
воздуха

Паp∞ = . В левой камере объемная фракция воды 1
воды

α = − ε , 
в правой камере ее значение 

воздуха
α = ε  c 810−ε = . Равномерное давление 

устанавливается равным 510 Паp = .

Численное решение (рис. 3) соответствует моменту времени 2,79 мксt =  
и сравнивается с точным решением. Используется сетка с 200 равномер-
ными ячейками, применяется метод расширения второго порядка из раз-
дела 3.3 (см. приложение 3B для деталей).

Численное и аналитическое решения прекрасно совпадают. Численное ре-
шение колеблется свободно за исключением чисел Маха, вычисленных с рав-
новесной скоростью звука eq .c  Данный метод не создает трудностей с разре-
шением звукового перехода на интерфейсе, поскольку гиперболической шаг 
вычисляется с замороженной скоростью звука, где колебания отсутствуют.

Для этого тестового случая поток будет в механическом равновесии, а ре-
лаксационные слагаемые, присутствующие в объемной доле и уравнениях 
энергии, не важны, также как и шаг релаксации давления. Отношение ин-
терфейсных условий является только следствием чистой численной аппрок-
симации с помощью метода Годунова консервативных и неконсервативных 
уравнений из раздела 3.3.2.
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3.4.2. Ударная трубка с EOS типа Ми — Грюнайзена

Чтобы показать возможности метода, в частности когда речь идет о бо-
лее общем уравнении состояния, рассматривается тест с участием EOS 
Cochran — Chan [6] (CC EOS). Эти EOS имеют тип Ми — Грюнайзена. Рассма-
тривается та же проблема ударной трубки, которая представлена в работе 
[36]. В этом примере рассматривается одна жидкость, регулируемая CC EOS, 

Рис. 3. Адвекция разрывной объемной доли при однородном давлении и скорости 
течения. Сравнение метода релаксации с лимитером (ограничителем) наклона 
Superbee (символы) и точное решение (сплошная линия). Сетка в 200 ячеек. 

Наблюдается хорошее совпадение
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с разрывом плотности в ударной трубе. Поскольку имеем дело с единствен-
ной жидкостью, метод Годунова, как ожидается, остается в силе. Тем не 
менее, как было показано в этой работе, из-за нелинейности ( )p∞ ρ  в EOS 
метод Годунова продуцирует колебания давления и скорости. Средство 
для преодоления этих трудностей было предложено в той же работе. С по-
мощью модели многофазного потока проблемы могут быть решены путем 
рассмотрения одной жидкости в виде двухфазной среды с первоначальным 
разрывом в ударной трубе, разделяющей два состояния.

Первоначально давление в камере высокого давления устанавливается рав-
ным 20 ГПа, в то время как давление в камере низкого давления — 0,2 МПа. 
Обе камеры заполнены жидким нитрометаном, регулируемым CC EOS, значе-
ния плотности установлены соответственно 1134 кг/м3 и 1200 кг/ м3. В ка-
мере высокого давления объемная доля первой фазы 1 1α = − ε , а в правой 
камере ( )8

1 10−α = ε ε = . Таким образом, модель используется в пределе 
одной фазы, т. е. одно и то же EOS используется для обеих жидкостей, но 
с разными начальными плотностями:

( ) ( )( )k k, ( ),p e e e pρ = ρΓ − ρ + ρ

( ) ( ) ( )
1 2E 1 E 1

1 2
k

ref refref 1 ref 21 1
,

A A
e

E E

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ ρ

ρ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρρ − ρ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )
1 2E E

k 1 2
ref ref

.p A A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ ρ

ρ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

При численном моделировании использованы следующие данные:

9
ref 11,19, 1134 / , 0,819181 10 ,3

кг м ПаAΓ = ρ = = ⋅

9
2 1 21,50835 10 , E 4,52969, E 1,42144.ПаA = ⋅ = =

На рис. 4 показаны результаты на момент времени 67 мкct = . Результаты, 
полученные методом релаксации, сравниваются с точным решением урав-
нений Эйлера и  находятся в полном согласии между собой. Результаты 
аналогичны тому, что приведено в [36], но данный алгоритм проще реали-
зовать. Крупные планы графиков давления и скорости вокруг контактного 
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разрыва показаны на рис. 5. Результаты представлены в полном согласии 
с точным решением, решение свободно от осцилляций.

Рис. 4. Ударная труба с EOS типа Ми — Грюнайзена. Данный способ релаксации на 
основе модели из шести уравнений (символы) сравнивается с точным решением 

уравнений Эйлера (сплошная линия). Сетка в 500 ячеек
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Рис. 5. Ударная труба с EOS типа Ми — Грюнайзена. Крупный план графика давле-
ния и нормальной скорости вокруг контактного разрыва
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3.4.3. Ударные трубы вода-воздух

Ударная труба вода-воздух с умеренным отношением давлений и вы-
соким отношением плотностей. Рассматривается метровая ударная труба, 
содержащая две камеры, разделенные интерфейсом, расположенным при 

0,75.x =  Каждая камера содержит почти чистую жидкость. Начальная плот-
ность воды 1000 / 3

воды кг мρ = , параметры EOS сгущенного газа 4,4водыγ =  , 
8

, 6 10 .воды Паp∞ = ⋅  Начальная плотность воздуха 1 / 3
воздуха кг мρ = , параме-

тры EOS 1,4воздухаγ = , , 0воздуха Паp∞ = . Численное решение модели из ше-
сти уравнений сравнивается с точным решением уравнения Эйлера. Сетка 
с использованием 1000 равномерных ячеек показана на рис. 6, сетка со 
100 ячейками — на рис. 7.

Рис. 6. Ударная труба жидкость-газ с сеткой в 1000 ячеек
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Настоящий способ релаксации используется для того, чтобы разрешить 
модель из шести уравнений. Численные результаты показаны символами 
и сравниваются с точным решением (сплошная линия). При использова-
нии сетки в 1000 ячеек отношение плотности — 1000, соотношение давле-
ний  — 10 000 на начальном разрыве. Используется метод второго порядка 
расширения с ограничителем Ван Лира. Результаты хорошо согласуются.
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Левая камера содержит очень небольшую объемную долю воздуха 
610

воздуха

−α = , начальное давление устанавливают равным 1 ГПа. Правая 
камера содержит те же жидкости, но объемные доли меняются местами. На-
чальное давление устанавливают равным 0,1 МПа. В обеих камерах началь-
ная скорость равна нулю.

Сравнение с точным решением показано на обоих чертежах на время 
240 мкct = . Это испытание также не представляет вычислительной слож-

ности. Численные результаты показаны символами по сравнению с точным 
решением (сплошная линия). Используется метод второго порядка расши-
рения с ограничителем Ван Лира. Результаты хорошо согласуются.

В тесте (рис. 7) и во всех последующих тестах распространяются сильные 
волны давления. Условия релаксации в объемной доле и уравнениях энер-
гии становятся важными, также как и шаг релаксации давления. Устой-
чивость и сходимость алгоритма в нестационарных построениях решения 
улучшены путем релаксации давления.

Ударная труба вода-воздух при экстремальных условиях. Решается та 
же проблема ударной трубы, но первоначально в левой камере давление 
установлено в размере 1 ТПа (10 Мбар), а плотность воздуха — 10 кг/м3. 

Рис. 7. Ударная труба жидкость-газ (как на рис. 6) с сеткой в 100 ячеек
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Точные решения одной фазы уравнения Эйлера и многофазной модели по-
тока с шестью уравнениями показаны на рис. 8 в момент 8,3 мксt = . Этот 
тест показывает надежность и сходимость алгоритма.

Рис. 8. Ударная труба жидкость-газ. Настоящий способ релаксации используется 
для решения модели из шести уравнений. Численные результаты показаны симво-
лами и сравниваются с точным решением (сплошная линия). Сетка в 1000 ячеек. 
Отношение начальных плотностей — 100, начальных давлений — 107. Этот тест 

иллюстрирует устойчивость и сходимость алгоритма
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3.4.4. Влияние ˆ Ip  в методе релаксации

На этапе релаксации были выделены различные возможные оценки для 
усредненного давления Ip̂ .

Чтобы продемонстрировать слабое влияние оценки, тест для ударной труб-
ки жидкость-газ, представленный на рис. 6, был запущен с различными ве-
личинами Ip̂ . На рис. 9 показаны результаты и их сравнение с двумя воз-
можными оценками: 0

I Ip̂ p=  и Ip̂ p∗= . Видимой разницы нет.

Рис. 9. Сравнение двух различных оценок усредненного давления. Тест на рис. 6 

перезапущен с 0
I Ip̂ p=  слева и *

Ip̂ p=  справа. Сверху вниз, давление, скорость 
и плотность смеси остаются неизменными

Давление, бар

Плотность смеси, кг/м3

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100
0

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100
0

Нормальная скорость, м/с

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

500
450
400
350
300
250
200
150
100
50
0

Давление, бар
1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100
0

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Плотность смеси, кг/м3

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100
0

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Нормальная скорость, м/с

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

500
450
400
350
300
250
200
150
100
50
0



89

Глава 3. Простые и эффективные методы релаксации для поверхностей
 раздела, разделяющих сжимаемые жидкости, и для кавитирующих течений 

3.4.5. Тест кавитации

Метровой длины труба заполнена жидкой водой при атмосферном дав-
лении и плотности 1000 / 3

воды
кг мρ = . Небольшая объемная доля воздуха 

( 210
воздуха

−α = ) изначально присутствует везде. Начальный разрыв скоро-
сти находится при 0,5 мx = . Слева установлена скорость 100 /м сu = − , 
справа — 100 /м сu = . Решение показано на рис. 10 в момент 1,85 мксt =  
при использовании сетки в 1000 ячеек. Сильные волны разрежения рас-
пространяются в трубе, и давление жидкости уменьшается. Поскольку газ 
присутствует, давление не может стать отрицательным. Для поддержания 
положительного давления объемная доля газа увеличивается и создает ка-
витационный карман. Это приводит к появлению двух динамических интер-
фейсов, которых не было на начальном этапе. Получено отличное совпа-
дение с точным решением модели из пяти уравнений [31]. Возникновение 
интерфейса легко обрабатывается настоящим алгоритмом.

Рис. 10. Расширительная трубка с кавитационным карманом (внешний вид). 
Данный способ релаксации используется для решения модели из шести уравне-

ний. Численные результаты показаны символами и сравнены с точным решением 
(сплошная линия) модели из пяти уравнений [31]. Сетка в 1000 ячеек

Плотность смеси, кг/м3

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100
0

Объемная фракция воды

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Давление, бар Нормальная скорость, м/с
100

50

0

-50

-100

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1



90

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

3.4.6. Многомерная валидация: взаимодействие 
ударной волны с пузырьком

Многомерное обобщение конечно объемного метода представлено в при-
ложении 3С. Метод проверен на экспериментах в ударных трубах на вза-
имодействии ударной волны с пузырьком. Этот эксперимент — один из 
предложенных в [21], где представлено полное описание эксперименталь-
ной установки. Изучаемая конфигурация состоит в ударной волне, распро-
страняющейся при числе Маха 1,5 в воздухе при атмосферных условиях 
и взаимодействующей с гелиевым пузырьком. Начальная плотность возду-
ха 1,29 / 3

воздуха
кг мρ = , начальная плотность гелия 0,167 / 3

гелия
кг мρ = . При 

моделировании обе жидкости рассматриваются как идеальные газы с по-
литропическими коэффициентами 1,4

воздуха
γ =  и 1,67

гелия
γ = . Начальная 

конфигурация представлена на рис. 11. Результаты расчетов сравниваются 
с экспериментальными результатами на рис. 12.

Рис. 11. Начальная конфигурация взаимодействия ударной волны с пузырьком

3.4.7. Кавитирующая нестабильность 
Рихтмайера — Мешкова (RMI)

Для иллюстрации возможностей метода был рассмотрен 2D тест с неста-
бильностью Рихтмайера — Мешкова. Когда жидкость нечистая, новые 
интерфейсы появятся при развитии неустойчивости вследствие эффек-
та кавитации. Форма получаемого интерфейса и всей области потока де-
монстрирует нетрадиционное поведение, никогда не вычислявшееся ра-
нее, в качестве модели и метода приходится иметь дело с интерфейсами 
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Рис. 12. Тест взаимодействия ударной волны с пузырьком. Экспериментальные 
результаты (слева) и результаты расчетов (справа) сравниваются в разные момен-

ты времени. Из-за разницы в свойствах газа ударная волна передается быстрее, 
чем падающая в воздухе. Градиенты давления и плотности вызывают генерацию 

вихрей, которые развиваются на продолжительном временно́м масштабе
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жидкость-газ и динамикой появляющихся газовых карманов в тяжелых 
условиях.

Левая часть расчетной области заполнена почти чистой водой, правая 
часть — почти чистым газом. Они первоначально разделены изогнутым 
интерфейсом. Это часть окружности радиусом 0,6 м с центром в точке 

1,2 ,мx =  0,5 мy = . Физическая область имеет 3 м в длину и 1 м в высоту. 
Сетка содержит 900 ячеек по направлению Х и 400 ячеек по направлению Y. 
Вода и газ имеют начальную скорость –200 м/с. Верхняя, нижняя и ле-
вая границы рассматриваются как твердые стенки. Начальная плотность 
воды 1000 / 3

воды
кг мρ = , параметры EOS застывшего газа 4,4

воды
γ =  и 

8
, 6 10
воды

Паp∞ = ⋅ . Начальная плотность газа 100 / 3

газа
кг мρ = , параметры 

EOS 1,8
газа

γ =  и , 0
газа

Паp∞ = . Левая камера содержит очень небольшую 
объемную долю газа 610

газа

−α = , правая камера содержит очень неболь-
шую объемную долю воды 610

воды

−α = . Начальная конфигурация представ-
лена на рис. 13, результаты показаны на рис. 14.

Рис. 13. Начальная конфигурация водно-газовой нестабильности Рихтмайера — 
Мешкова. Жидкость и газ имеют начальную скорость –200 м/с

Когда поток воздействует на левую стенку, ударная волна распространя-
ется вправо в области через разрыв вода-газ. Появляется нестабильность 
Рихтмайера — Мешкова. Затем возникают распространяющиеся волны, ко-
торые вытягиваются, как струя. Это приводит к расширению зоны вблизи 
твердой стенки, где неоднородности газа растут, и возникают газовые кар-
маны динамического вида. Поскольку давление в этих зонах очень низкое, 
динамика струи изменена по сравнению с обычной неустойчивостью Рих-
тмайера — Мешкова с чистыми жидкостями. Различные газовые карманы 
вблизи твердой границы и в ядре струи четко видны на рис. 15, где пока-
зана объемная доля газа. Слагаемые релаксации, присутствующие в урав-
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Рис. 14. Вода-газ с нестабильностью Рихтмайера — Мешкова. Контуры плотно-
сти смеси показаны в моменты времени t

0
 = 0 мс, t

1
 = 1,9 мс, t

2
 = 3,9 мс, t

3
 = 5,8 мс, 

t
4
 = 7,8 мс. Темный оттенок — высокая плотность, белый — низкая плотность, 

другие оттенки — промежуточное положение. Новые интерфейсы появляются 
динамически вблизи твердой границы
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нениях объемной доли и энергии, несут ответственность за динамическое 
появление этих газовых карманов.

Рис. 15. Вода-газ, нестабильность Рихтмайера — Мешкова. Контуры объемной 
доли газа показаны на момент t

5
 = 8,6 мс. Объемная фракция газа увеличивается 

внутри жидкой струи и вблизи твердой границы стенки

Связь между моделью из шести уравнений и моделями обычных кавитирую-
щих баротропных течений, самыми популярными в моделировании кавита-
ции, подробно описана в приложении 3D. Такие модели состоят из одного 
или двух уравнений сохранения массы и одного уравнения импульса и об-
разуют гиперболическую систему в соответствии с законами сохранения. 
В моделях имеется серьезная трудность, связанная с немонотонным пове-
дением скорости звука по сравнению с объемной долей [20; 7; 41]. Инте-
ресно рассмотреть, как различные ингредиенты, разработанные в контек-
сте модели из шести уравнений, могут быть использованы в баротропных 
моделях для решения указанной проблемы.

3.5. Метод расширения для ударных волн 
в многофазных смесях
Настоящее уточнение алгоритма необходимо только тогда, когда изучает-
ся  распространение ударной волны в режиме реального времени в много-
фазных смесях. В других ситуациях с интерфейсами, отделяющими чистые 
жидкости или кавитационные потоки, нет необходимости далее подробно 
учитывать искусственный теплообмен.

Искусственный теплообмен используется для корректировки части энергии 
в различных фазах в смеси и для распространения ударных волн в этих сме-
сях с нужной скоростью с правильным ударным состоянием. Для решения 
численных проблем, связанных с многофазными ударными волнами, в пер-
вую очередь необходимо провести некоторые предварительные наблюде-
ния численных схем в контексте однофазных потоков. Рассмотрим ударную 
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волну, распространяющуюся в чистом материале и подчиняющуюся урав-
нениям Эйлера.

Схемы захвата ударных волн смазывают разрывы, поэтому интересно срав-
нить термодинамическую траекторию, по которой следует жидкость в удар-
ном слое, с теоретической кривой Гюгонио. Такое сравнение показано на 
рис. 16.

Рис. 16. Сравнение численной кривой Гюгонио (символы) и теоретической кривой 
(сплошная линия) в зоне численной диффузии для однофазных потоков. Термоди-

намические пути различны, но конечные состояния одинаковы

Похоже, что термодинамические пути очень разные. Это происходит из-за 
последовательности численных слабых ударных волн, которые распростра-
няются в ячейке и не вызывают такого термодинамического преобразова-
ния, как от одиночной сильной ударной волны [52]. Последовательность 
усреднений по ячейке также производит преобразования, не согласующие-
ся с простой ударной волной Гюгонио. Тем не менее это численное явление 
не имеет последствий при вычислении состояния ударных волн для одно-
фазных потоков. Как показано на рис. 16, в конце ударного слоя наблюда-
ется слияние с теоретическим состоянием Гюгонио. Это следствие свойств 
сохранения уравнений Эйлера.

При работе с многофазными смесями также появляется отклонение от 
теоретической кривой Гюгонио, имеющее более серьезные последствия. 
Причина состоит в том, что для каждой слабой ударной волны, входящей 
в ячейку, уравнение состояния меняется. В самом деле, для многофазных 
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смесей существует дополнительная степень свободы, характеризующаяся 
объемной долей. В заданной точке вычисленной ударной волны, как пока-
зано на рис. 16, точка не принадлежит теоретической кривой Гюгонио сме-
си. Следовательно, соответствующая объемная доля ошибочна, и EOS смеси 
(4) также определено ошибочно. Такие ошибки накапливаются в ударном 
слое, и в отличие от того, что происходит в однофазном потоке, конечное 
состояние не относится к смеси Гюгонио. Чтобы проиллюстрировать эти 
трудности, рассмотрим следующие тестовые случаи.

3.5.1. Эпоксидно-шпинелевая смесь 
с умеренным отношением давлений

Трубка длиной в 1 м содержит две камеры, разделенные интерфейсом при 
0,6x = м. Обе камеры заполнены одной и той же смесью эпоксидной смо-

лы и шпинели. Начальная плотность эпоксидной смолы . 1185 / 3

эпокс
кг мρ =  , 

параметры EOS застывшего газа 2,43
эпокс.

γ =  и 9
, . 5,3 10
эпокс

Паp∞ = ⋅  . 
Начальная плотность шпинели 3622 / 3

шпинели
кг мρ = , параметры EOS 

1,62
шпинели

γ =  , 9
, 141 10
шпинели

Паp∞ = ⋅ . Начальный объем фракции в обе-
их камерах ( )0,5954 1 .

эпокс. шпинели эпокс.
α = α = − α  Давление в левой части 

интерфейса равно 101 10 Па⋅ , в то время как в камере справа атмосферное 
давление. Все материалы первоначально находятся в покое. На равномер-
ной сетке в 500 ячеек решение модели многофазного потока из шести урав-
нений сравнивается с точным решением модели из пяти уравнений [31] на 
момент времени 80 мксt =  (рис. 17). Поскольку ударная волна имеет сред-
нюю силу, данный способ сходится к точному решению без какого-либо ис-
кусственного теплообмена.

3.5.2. Эпоксидно-шпинелевая смесь 
при экстремальных условиях

Рассмотрим ту же задачу в ударной трубке, но при отношении начальных 
давлений 2·106. Результаты показаны на рис. 18.

Между решениями появляются важные различия, поскольку ударная вол-
на в этом случае очень сильна. Численное решение не сходится к точному 
решению модели из пяти уравнений, оснащенной ударными отношениями, 
которые обобщены в системе (5). Это происходит из-за неправильного раз-
дела внутренней энергии в ударном слое [31]. Чтобы сегментировать энер-
гии правильно, вводится искусственный теплообмен.
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Рис. 17. Эпоксидная смола и шпинель в ударной трубке с умеренным соотношени-
ем давлений. Представленный релаксационный метод используется для решения 
модели из шести уравнений. Численные результаты показаны символами и срав-
ниваются с точным решением модели из пяти уравнений (сплошная линия). Сетка 

в 500 ячеек. Отношение давлений — 100 000 на начальном разрыве
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нуто методами отслеживания ударной волны, интенсивно изученными в [14; 
24; 25]. Другой вариант — корректное разделение энергии в ударном слое 
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Рис. 18. Эпоксидно-шпинелевый тест в ударной трубке с сверхвысоким отношени-
ем давлений. Релаксационный метод используется для решения модели из шести 
уравнений. Численные результаты показаны символами и сравниваются с точным 
решением модели из пяти уравнений (сплошная линия). Сетка в 500 ячеек. Соот-

ношение давлений на начальном разрыве — 2 000 000

Давление, бар

Плотность смеси, кг/м3

1e+007
9e+006
8e+006
7e+006
6e+006
5e+006
4e+006
3e+006
2e+006
1e+006

0

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100
0

Нормальная скорость, м/с

Объемная фракция воды

Число Маха
3

2.5

2

1.5

1

0.5

0

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

35000

30000

25000

20000

15000

10000

5000

0

х, м
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

путем введения искусственного теплообмена. Искусственный теплообмен 
был введен в [31] в контексте метода релаксации Лагранжа. В представ-
ленном здесь контексте эйлеровой формулировки они соответствуют экс-
традавлению, которое появляется в уравнениях внутренней энергии:
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( )1 1 1 1 1 1
1 1 0,

ue e
p

t x
q

x
u∂ ρ ∂ ρ ∂

+ + =
∂

+
∂

α
α

∂
α

( )2 2 2 2 2 2
2 2 0.

ue e
p

t x
q

x
u∂ ρ ∂ ρ ∂

+ + =
∂

−
∂

α
α

∂
α

Слагаемое искусственного теплообмена q
x
u∂

±
∂

 оказывает влияние на ре-

шение только в ударном слое и определяется так:

1, 0,
( ),

0 ,

если
где

в иных случаях

q v x
x x

u
u u

∂⎧ <∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪= η ν η = ∂⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ⎪⎩

где ( )vν  — функция теплообмена.

Более удобно, а также точно (относительно независимости результатов от 
сетки) переписать эти уравнения в виде

( )1 1 1
1 1 1

1 1 0,
e

xe
p u

t x x

u v u⎛ ⎞α + η μ⎜
⎛ ⎞∂∂ ρ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∂ ρ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

⎟⎝ ⎠α
α

( )2 2 2
2 2 2

2 2 0.
e

xe
p u

t x x

u v u⎛ ⎞α − η μ⎜
⎛ ⎞∂∂ ρ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∂ ρ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

⎟⎝ ⎠α
α

Функция ( )vμ  также выражает теплообмен и должна быть заранее опреде-
лена для данной двухфазной смеси. Метод ее определения приведен в [31]. 
Влияние функции ( )vμ  показано в следующем примере.

3.5.3. Эпоксидно-шпинелевая смесь 
с искусственным теплообменом

Тестовая проблема (рис. 18) была повторно вычислена с искусственным 
теплообменом. Процедура разработана в [31] и используется для опреде-
ления функции теплообмена. Эта функция зависит:

от начального состояния•  смеси, в которой распространяются ударные 
волны;



100

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

от численного•  размазывания ударного фронта, которое присуще тому 
или иному способу.

Функция теплообмена для настоящего алгоритма показана на рис. 19.

Рис. 19. Значения приближенной кусочно-линейной функции μ  (символы) и сгла-

живающей кривой ( ) 7 2 35,64 1 0 5,34 10 25,ex 6p vv v− ⋅ + ⋅ +⎡ ⎤μ = ⎣ ⎦  в диапазоне 

удельного объема 2,65·10–4—4,61·10–4 м3/кг, соответствующего диапазону скоро-
стей поршня от 0 до 4200 м/с и в диапазоне давления от 1 до 880 000 атм

Искусственные теплообмены используются только в ударном слое. С этой 
коррекцией алгоритм сходится к точному решению, как показано на 
рис. 20.

Важно, что функция теплообмена на рис. 19 обеспечивает конвергентные 
результаты для любой силы ударной силы в диапазоне давлений от 1 до 
880 000 атм. Кроме того, гарантирована независимость решения от сетки.

3.6. Выводы
Представлена гиперболическая модель релаксации из шести уравнений для 
решения интерфейсных проблем, кавитирующих потоков и ударных волн 
в смесях. Эта модель значительно упрощает численную аппроксимацию мо-
дели из пяти уравнений [18]. Простой, эффективный и надежный алгоритм 
был получен для решения модели релаксации. Различные ингредиенты, ис-
пользуемые в методе, являются достаточно общими, чтобы их можно было 
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распространить на более сложные физические задачи и решать большие ги-
перболические системы. В частности, соединение твердое/жидкость было 
рассмотрено в [13] с помощью представленного метода для моделирования 
диффузных интерфейсов в контексте упругой модели Гаврилюка и др.

Рис. 20. Проблема ударной трубки с эпоксидно-шпинелевой смесью. Настоя-
щий способ релаксации используется для решения модели из шести уравнений. 
Численные результаты показаны символами и сравниваются с точным решением 

модели из пяти уравнений (сплошная линия). Сетка в 500 ячеек. Соотношение 
давлений 2 000 000 на начальном разрыве. Искусственные теплообмены использу-

ются только в ударном слое. Получена хорошая сходимость результатов
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Приложение 3A. Асимптотический предел 
модели из шести уравнений в присутствии 
жесткой релаксации давления
Для выполнения асимптотического анализа предполагается, что каждая 
переменная потока f  удовлетворяет следующему асимптотическому раз-
ложению: 0 1f f f= + ε , где 0f  представляет собой равновесное состоя-
ние, а 1f  — небольшое возмущение вокруг этого состояния. И, обратно 

возмущению, коэффициент релаксации давления 0μ
μ =

ε
 предполагается 

жестким при 0+ε → .

С этой трансформацией уравнения, которые не содержат каких-либо пара-
метров релаксации, останутся без изменений. Таким образом, рассматрива-
ются три уравнения: уравнения внутренней энергии и уравнение объемной 
доли. Они переписываются в следующем виде:

( )1
1 2 ,

d
p p

dt
α

μ= −

( )1
1 1 1 1 I 1 2 ,

de u p p p
dt x

∂
ρ + ρα μ− −α =

∂

( )2
2 2 2 2 I 1 2 ,

de u p p p
dt x

∂
ρ + ρα = −α μ

∂

где 
d u
dt t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
 представляет производную Лагранжа.

Необходимы некоторые преобразования этих уравнений с соответствую-
щими переменными, прежде чем делать асимптотический анализ. Рассмо-
трим уравнение внутренней энергии фазы 1. Оно может быть записано как 
уравнение эволюции давления в виде ( )1 1 1 1, :e e p= ρ

( )
1

1 1 1 1 1
1 1 1 2

1 1 1

.
I

I
p

e d e dp p u p p p
dt p dt x

ρ

⎡ ⎤
⎢ ⎥α μ
⎢ ⎥⎣

⎞ ⎞∂ ρ ∂ ∂ ⎞ρ + + = − −⎟⎟ ⎟ ⎠∂ρ ∂ ρ ∂⎠ ⎠ ⎦

С помощью уравнения массы фазы 1

1 1
1 1 0,

d u
dt x

ρ ∂α
ρ =

∂
α+



103

Глава 3. Простые и эффективные методы релаксации для поверхностей
 раздела, разделяющих сжимаемые жидкости, и для кавитирующих течений 

которое также читается так:

( )1 1
1 2 1

1

,
d up p
dt x
ρ ρ ∂

= − − − ρ
∂

μ
α

мы получим

( )1 1

1 1

1 1 1 1
2 2

1 11 11 1
1 1 2

11 1

1 1

.p p

p e p e

dp u p p
dt xe e

p p
ρ ρ

⎞ ⎞∂ ∂
− −⎟ ⎟∂ρ ∂ρρ ρ⎠ ⎠ρ∂

+ ρ = − −
∂ α⎞ ⎞∂ ∂

⎟

μ

⎟∂ ∂⎠ ⎠

С помощью определения скорости звука

1
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1 1

1

1
1

2
12

1

,p

p e

p

c
e

ρ

⎞∂
− ⎟∂ρρ ⎠

⎞∂
⎟∂ ⎠

=

I

I

I 1
2
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1

1

2
I1

p

p e

e
p

c

ρ

⎞∂
− ⎟∂ρρ ⎠

⎞∂
⎟⎠

=

∂

получается эволюционное уравнение давление фазы 1

( )
2

21 1 I1
1 1 1 2

1

.
dp cuc p p
dt x

ρ∂
+ ρ = − −μ

∂ α

Что касается фазы 2, то получен аналогичный результат:

( )
2

22 2 I2
2 2 1 2

2

.
dp cuc p p
dt x

ρ∂
+ ρ = − −μ

∂ α
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Асимптотический анализ в настоящее время осуществляется в следующей 
системе:

( )1
1 2 ,

d
p p

dt
μ

α
= −

( )
2

21 1 I1
1 1 1 2

1

,
dp cuc p p
dt x

ρ∂
+ ρ = − −μ

∂ α

( )
2

22 2 I2
2 2 1 2

2

.
dp cuc p p
dt x

ρ∂
+ ρ = − −μ

∂ α

Расширяя каждую переменную потока как 0 1f f f= + ε , получаем:

п• о порядку 
1
ε

:

0 0
1 2

0 ,p p p= =

что означает, с одной стороны,

00
1 ,p p=

а с другой —

2 20 0
I1 1c c=  и 

2 20 0
I2 2c c ;=

по • нулевому порядку становятся два уравнения давления:

( )
2

2
0 00 0

0 0 1 11 1
1 1 1 20

1

c
c ,dp u p p

dt x
ρ∂

+ ρ = − −
∂ α

( )
2

2
0 00 0

0 0 1 12 2
2 2 1 20

2

c
c .dp u p p

dt x
ρ∂

+ ρ = − −
∂ α

Вычитая из одного уравнение другое, легко получить соотношение для раз-
ности флуктуаций давлений
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2 2

2 2

0 0 0 0 0
1 1 2 2 1 1
1 2 0 0 0 0

1 1 2 2
0 0
1 2

c c
,

c c
up p
x

ρ − ρ ∂
− =

∂ρ ρ
+

α α

тогда уравнение объемной фракции имеет вид

2 2

2 2

0 0 0 0 0 0
1 2 2 1 1

0 0 0 0
1 1 2 2

0 0
1 2

c c
.

c c
d u
dt x
α ρ − ρ ∂

=
∂ρ ρ

+
α α

Следовательно, модель из пяти уравнений с механическим равновесием из-
влекается в виде асимптотического предела из модели из шести уравнений 
в присутствии жесткой релаксации давления.

Приложение 3B. Расширение второго порядка
Численный метод первого порядка для гиперболического шага, представ-
ленный в разделе 3.3, распространяется на второй порядок. Метод состоит 
в решении модели из шести уравнений с двумя давлениями (В.1) методом 
типа MUSCL:

1 1 0,u
t x

∂α ∂α
+ =

∂ ∂

1 1 1 1 0,
t x

uα α∂ ρ ∂ ρ
+ =

∂ ∂

 2 2 2 2 0,
t x

uα α∂ ρ ∂ ρ
+ =

∂ ∂
 (В.1)

( )( )2
1 1 2 2 0,
puu

t x

pα + α∂ ρ +∂ρ
+ =

∂ ∂

1 1 1 1 1 1
1 1 0,

e e
p

t x
u
x

uα α∂ ρ ∂ ρ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
α
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2 2 2 2 2 2
2 2 0.

e e
p

t x
u
x

uα α∂ ρ ∂ ρ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
α

В методе MUSCL решение предполагается достаточно регулярным, так что 
может быть использована формулировка естественных переменных:

1 1 0,u
t x

∂α ∂α
+ =

∂ ∂

1 1
1 0,u

t x
u
x

∂ρ ∂ρ ∂
+ + ρ =

∂ ∂ ∂

2 2
2 0,u

t x
u
x

∂ρ ∂ρ ∂
+ + ρ =

∂ ∂ ∂

1 0
ñ

u u pu
t x x

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 или

( )11 2 1 1 1 21
0,

p p p pu uu
t x x x x

− α− ∂α α ∂ ∂∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ ∂

21 1
1 1 0,

p p uu c
t x x

∂ ∂ ∂
+ + ρ =

∂ ∂ ∂

22 2
2 2 0.

p p uu c
t x x

∂ ∂ ∂
+ + ρ =

∂ ∂ ∂
В компактной форме эта система выглядит так:

 ( ) 0 W WA W
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (В.2)

с ( )1 1 2 1 2, , , , , TW u p pα= ρ ρ  и
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⎛ ⎞
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α α
ρ ρ ρ

ρ
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Расширение второго порядка состоит в применении следующей последова-
тельности операций.

Ограничение градиента. В ячейке i  в момент времени nt  известны при-
митивные переменные n

iW . Обозначим через i
−Δ  и i

+Δ  векторы градиента 
соответственно на левой и правой границах ячейки i . Они определяются 
следующим образом:

1 ,i
i

n n
iW W

x
−−Δ

−
=

Δ
 1 .

n

i

n
i iW W

x
+ + −

Δ
Δ =

Функция-ограничитель наклона ξ  используется для предотвращения ло-
кальных экстремумов. Могут быть использованы ограничители Minmod, Ван 
Лира или Superbee. Ограничитель наклона ( ),i i i

− +Δ = ξ Δ Δ .

Переменные экстраполяции. В заданной ячейке экстраполированные 
векторы естественных переменных ,i LW  и ,i RW , соответствующие левой 
и правой границам i -й ячейки, вычисляются так:

, 2
,n

i L i i
n WW xΔ

= − Δ  , 2
.n

i R i i
n WW xΔ

Δ+=

Эти переменные эволюционируют в течение половины временно́го шага по

( )1/2
, , , , , ,

1 .
2

n n n n n
i L R i L R i i L i R

tW W A W W W
x

+ Δ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦Δ
Решение задачи Римана. Задача Римана вычисляется на каждой границе 
ячейки 1 2i ± , позволяя векторам потока 1 2iF ∗

±  быть вычисленными в кон-
сервативных переменных:

 ( )* * 1/2 1/2
1/2 1/2 1, ,;n n

i i i R i LF F W W+ +
− − −=  и ( )* * 1/2 1/2

1/2 1/2 , 1,; .n n
i i i R i LF F W W+ +
+ + +=  (В.3)
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Она также обеспечивает границы ячеек неконсервативными переменными

( )* 1 2 1 2
, 1 2 1, ,; ,n n

k i i R i LW W+ +
± −α  ( )* 1 2 1 2

1 2 1, ,;n n
i i R i Lu W W+ +
± −  

 и ( ) ( )* 1 2 1 2
1, ,, 1 2

; .n n
i R i Lk i

e W W+ +
−±

αρ  
(В.4)

Эволюционный шаг. После того как межъячеистые потоки и неконсерва-
тивные переменные определены, решение выделяется на всем временно́м 
шаге:

( )1 * *
1/2 1/2 ,n n

i i i i
tU U F F
x

+
+ −

Δ
= − −

Δ

( ) ( ) ( )( )* *1 * *
1 1 1 1 1 1/2 1/21/2 1/2

,n n n
i ii ii i i

t u u u u
x

+
+ −+ −

Δ
= − − − −

Δ
α α α α α

( ) ( ) ( ) ( )( )1 * * * *
1/2 1/21/21/2

( ) ( ) .n nn
k k i ik k kiii i i

te e eu eu p u u
x

+
+ −−+

Δ
= − − +αρ αρ ρ α

Δ
αρ −α

Приложение 3C. Распространение на 
несколько измерений
Метод распространяется на несколько измерений с помощью метода конеч-
ных объемов, что дает ему возможность справиться со структурированны-
ми и неструктурированными сетками. Рассмотрим контрольный объем iV  

,
 

замкнутый граничной поверхностью A  с вектором единичной нормали nG  
(рис. 3С.1). Консервативная часть системы (9) в интегральной форме вы-
глядит следующим образом:

 0.
iV A

U H ndA
t

∂
+ ⋅ =

∂ ∫ ∫
G

 (C.1)

( ) ( )( )1 2
, , , ,

T
U u v E= αρ αρ ρ ρ ρ  — вектор консервативных переменных; 

( ),H F G  — тензор потоков, где

( ) ( ) ( )( )2
1 2

, , ;, ,
T

F u u u p uv E p u= +ρ ρ ρ +αρ αρ
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( ) ( ) ( )( )2
1 2

, , , ,
T

G v v uv v p E p vαρ α ρ ρ+ +ρ ρ=

с 2 2
1 1 2 2

1 1
2 2

E Y e Y e u v= + + +  и 1 1 2 2 .p p p= +α α

Рис. 3С.1. Постановка задачи

Граница A  в iV  является объединением N  прямолинейных отрезков 

1s sA A +⎡ ⎤⎣ ⎦ , где 1 1NA A+ = .

Первый член уравнения (C.1) интерпретируется просто как повременные 
изменения усредненного консервативного вектора U  внутри объема V :

.
i

i
V

UU V
t t

∂ ∂
=

∂ ∂∫

Поскольку единичный вектор нормали выражается как ( )cos , sins s sn = θ θG
, 

второе слагаемое в (C.1) принимает вид

( )
1 1

1 1

cos sin .
s s

s s

A AN N

s s s
s sA A A

H ndA H n dA F G dA
+ +

= =

⋅ = ⋅ = ⋅ θ + ⋅ θ∑ ∑∫ ∫ ∫
G G

Если предположить, что потоки постоянны вдоль каждого сегмента, оно 
принимает вид

( )
1

cos sin ,  
N

s s s
sA

H ndA L F G
=

⋅ = ⋅ θ + ⋅ θ∑∫
G
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где sL  — длина сегмента 1s sA A +⎡ ⎤⎣ ⎦ .

После интегрирования по времени эволюция консервативной части систе-
мы (9) задается для i -й ячейки по схеме

( )1 * *

1

cos sin ,
N

n n
i i s s s s s

si

tU U L F G
V

+

=

Δ
= − ⋅ θ + ⋅ θ∑

где *
sF  и *

sG  представляют потоки решения задачи Римана между состоя-
ниями L  и R , отделенными друг от друга сегментом 1s sA A +⎡ ⎤⎣ ⎦  по отноше-
нию к нормали nG .

Схема для неконсервативного уравнения объемной доли становится сле-
дующей:

( ) ( ) ( )* *1 * *
, , ,

1

cos sin cos sin ,
N

n n n
k i k i s k s k s k i s s s ss s

si

t L u v u v
V

+

=

α α α α
Δ ⎡ ⎤= − θ + θ − θ θα +⎣ ⎦∑

а для неконсервативных уравнений энергии:

( ) ( ) [ ]( )
[ ]( ) ( )

*1

, ,
1i

*
* *

,

cos

sin ( ) cos sin .

N
n n

s skk i k i ss

n
s k i s s s sk s

te e L e u

v

V

e p u v

+

=

Δ ⎡= − θ +⎢αρ αρ αρ

αρ

⎣
⎤+ θ + θ + θα ⎥⎦

∑

Приложение 3D. Связь между моделью из 
шести уравнений и обычными баротропными 
моделями кавитирующих течений
Модели баротропных течений очень популярны при моделировании  кави-
тации и обычно состоят из одного или двух уравнений сохранения массы 
и одного уравнения импульса в гиперболической системе законов сохра-
нения. В этих моделях имеется важная трудность, связанная с немонотон-
ным поведением скорости звука по сравнению с объемной долей [20; 7; 
41]. Интересно рассмотреть, как различные ингредиенты, разработанные 
в контексте модели из шести уравнений, могут быть использованы в этих 
баротропных моделях для решения данной проблемы.
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Корректная модель баротропного течения для кавитирующих течений мо-
жет быть получена за счет упрощения модели из пяти уравнений Kapila 
[18]. Считается, что в кавитирующих потоках ударные волны отсутствуют 
или слабы, даже если нет очевидных доказательств такого предположения. 
Первое упрощение состоит в замене объемной доли и уравнений энергии 
уравнениями энтропии:

1 1 0,
s s

u
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂

2 2 0,
s s

u
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂

( ) ( )1 1 0,
u

t x
αρ αρ∂ ∂

+ =
∂ ∂

 
( ) ( )2 2 0,

u
t x

αρ αρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (D.1)

2

0.u u p
t x

∂ ∂
+

+
∂

ρ
=

∂
ρ

Система замыкается с помощью условий равенства давлений:

 ( ) ( )1 21 1 2 2, , .p s p s pρ = ρ =  (D.2)

Решение этого уравнения дает объемную долю и, следовательно, давление p .

Дополнительное допущение используется в обычных баротропных моде-
лях кавитирующих потоков. Энтропия предполагается постоянной во всей 
области, а не только вдоль траекторий жидкости. Два уравнения энтропии 
сводятся к

0 , 1, 2.k ks s k= =

Баротропная модель потока, таким образом, сводится к трем уравнениям 
сохранения:

( ) ( )1 1 0,
u

t x
αρ αρ∂ ∂

+ =
∂ ∂
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( ) ( )2 2 0,

u
t x

αρ αρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (D.3)

2

0.u u p
t x

∂ ∂
+

+
∂

ρ
=

∂
ρ

Для иллюстрации термодинамического замыкания этой модели предполо-
жим, что каждая фаза подчиняется EOS сгущенного газа (3). Выражения для 
изоэнтропы приводятся к виду

0

0
k k

k k k

k k

p p p p∞
γ

∞
γρ ρ

+ +
=

и соответствуют EOS Tait.

EOS изоэнтропического застывшего газа (иначе EOS Tait) может быть по-
лучено для любой чистой жидкости и любого идеального газа, причем это 
только функция плотности фаз:

 ( ) ( )0
0

.
k

S k
k k k k k

k

p p p p p∞

γ

∞

⎛ ⎞
= = + −⎜ ⎟⎝ ⎠

ρ
ρ

ρ
 (D.4)

Система (D.3), таким образом, замыкается соотношением

 1 1 2 2( ) ( ).S Sp p ρ=ρ  (D.5)

Другими словами, смесь вовлекается в механическое равновесие с изоэн-
тропической эволюцией для каждой фазы. Это предположение справедли-
во при условии, что граничные слои, тепло- и массообмен и ударные волны 
имеют незначительное влияние. С использованием EOS изоэнтропического 
застывшего газа условие равновесия (D.5) сводится только к функции объ-
емной доли

( ) ( ) ( ) ( )
21

1 2
1 0 1 1 0 2 2

1 01 1 02

( ) ( )
0.

1
f p p p p p p∞ ∞ ∞ ∞

γγ
αρ αρ

α
α ρ

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − − + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠α ρ

(D.6)

Его решение дает 1α , тогда 1ρ , а также давление находятся с помощью 
одного из EOS (D.4).
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Эта модель предполагает, что кавитация не является результатом переноса 
массы. Кавитационные карманы появляются, когда объемная доля увеличи-
вается при небольшом количестве газа, присутствующем изначально. Кави-
тация, таким образом, моделируется как механический процесс релаксации, 
возникающий на бесконечной скорости, а не как процесс массопереноса. 
Это соответствует упрощенному предельному положению по сравнению 
с реальностью. В нем также представлен дефицит, когда чистая жидкость 
присутствует. Тепло- и массообмен был введен в модель из пяти уравнений 
[38], чтобы иметь дело с более реалистичными кавитирующими ситуациями. 
Кроме того, модель баротропного потока в упрощенной форме (D.3) вклю-
чает в себя те же численные трудности, что и модель из пяти уравнений. 
Скорость звука для данной модели еще подчиняется формулам Вуда.

Чтобы обойти эти трудности, особенно в связи с немонотонным поведением 
скорости звука, адаптируем стратегию, разработанную в рамках модели из 
шести уравнений, к такой упрощенной ситуации.

Модель релаксации для баротропной модели кавитирующего потока. 
Немонотонное поведение скорости звука, которое вызывает вычислитель-
ные трудности, происходит из условия равновесия (D.5). В соответствии 
с анализом раздела 3.2 может быть построена модель релаксации:

( )1 1
1 2 ,s su p p

t x
∂ ∂

+ = −
∂ ∂
α α

( ) ( )1 1 0,
u

t x
αρ αρ∂ ∂

+ =
∂ ∂

 
( ) ( )2 2 0,

u
t x

αρ αρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (D.7)

1
2

1 2 2 0.
u p pu

t x
∂∂

+ =
∂ ∂

ρ + α + αρ

Поскольку модель включает в себя неравновесные эффекты давления, 
уравнение импульса включает давление со стороны обеих фаз. Эта модель 
является изоэнтропическим аналогом модели из шести уравнений. В отли-
чие от предыдущих моделей она имеет монотонную скорость звука, опреде-
ляемую по формуле

2 2 2
f 1 1 2 2 .c Y c Y c= +
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Нетрудно показать, что в асимптотическом пределе μ → ∞  модель соот-
ветствует системе (D.3) с термодинамическим замыканием (D.5).

Численный метод для решения системы (D.7) является упрощением метода, 
развитого в разделе 3. Оно может быть суммировано следующим образом:

На каждой•  границе ячейки решить задачу Римана для системы (D.7) без 
релаксационных членов с помощью любого солвера. Рекомендуется 
HLLC решатель из раздела 3.3.1.

Выявить все переменные•  потока ( ) ( )( )1 1 2
,, ,W uα αρ α= ρ ρ  методом 

типа Годунова из раздела 3.2.
Определить•  релаксационное давление и особенно объемные доли путем 
решения уравнения (D.6). Для этой задачи подходит метод Ньютона.
Перейти•  к первому пункту для следующего шага по времени.
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Глава 4. Солвер для низкоскоростных 
потоков для моделей диффузионного 
интерфейса

4.1. Введение
Интересные наработки в области многофазных течений, способные решать 
проблемы с участием гетерогенных смесей материалов, межфазных пото-
ков с вовлечением ударных волн, взрывов, кавитации, фазовых переходов, 
горения и т. д., сделаны в компании RS2N. Эти наработки используются для 
прямого численного моделирования (DNS) межфазных потоков и представ-
ляют интерес в рамках безопасности ядерных реакторов. Их цель состоит 
в получении условий критического теплового потока, которые учитывают 
рост пузыря, поверхностное натяжение, эффекты контактного угла, тепло- 
и массообмен на интерфейсах.

INL также имеет большой опыт изучения потоков с низкими скоростями, а так-
же применения метода конечных элементов (FEM), и накопленные ею знания 
о многофазных потоках хорошо дополняют знания, которыми располагает ком-
пания RS2N.

В этом контексте целью является объединение достижений обеих компаний для 
построения простой и точной численной схемы решения DNS моделей межфаз-
ных потоков при низких скоростях. При этом возникает вопрос о численной ап-
проксимации моделей сжимаемых потоков в пределе несжимаемости.

В данном разделе представлен обзор результатов INL и RS2N. Основная 
идея заключается в проверке, могут ли методы, разработанные в INL для 
низкоскоростных течений [1], быть адаптированы в рамках конечно-
объемного подхода (FV). Это последнее семейство методов больше под-
ходит для численной аппроксимации гиперболических моделей диффузи-
онных интерфейсов со сложной физикой.

Сначала представлены результаты исследования однофазного потока для 
проверки возможности распространения модели потока с низкой скоро-
стью на методы FV. Расширение осуществляется на основе метода смешан-
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ного типа, состоящего из метода Годунова и PCICE [1]. Получены вполне 
удовлетворительные результаты как для низкоскоростных, так и для высо-
коскоростных потоков.

Затем рассматривается гиперболическая модель диффузионного интер-
фейса и комбинированный метод Годунова — PCICE.

4.2. Конечно-объемные методы (КОМ)

4.2.1. Введение в КОМ

Метод PCICE, описываемый в [1], обладает очень привлекательными ха-
рактеристиками, наиболее важной из которых является способность раз-
решать низкоскоростные потоки с полностью сжимаемыми моделями. Что 
касается формулировки диффузионного интерфейса двухфазных пото-
ков, то конечно-объемная формулировка предпочтительнее оригиналь-
ной конечно-элементной формулировки, в которой был разработан метод 
PCICE. Действительно, с помощью FV метода, основанного на римановских 
солверах, может быть обеспечено простое управление численной диффу-
зией, что особенно важно для диффузионных интерфейсов, когда каждая 
жидкость управляется своим уравнением состояния.

4.2.2. Основы КОМ

Предположим, что общая система уравнений, например уравнения Эйлера, 
может быть записана в консервативной форме:

 
( )

 0.
F UU

t x
∂∂

+ =
∂ ∂

 (1)

Решение вычисляется по области Ω  в направлении x  в диапазоне [0, L] 
(рис. 1). Область Ω  разделена на контрольные объемы, длина каждого 
объема равна xΔ . U  — вектор неизвестных, зависящих от пространствен-
ных координат x  и времени t , F  — вектор потока.

Решение ищется как результат интегрирования по области Ω  во временно ́м 
диапазоне 1 2,T t t= ⎡ ⎤⎣ ⎦. Для любого ( )1 2,x x  в Ω

 
( )2 2

1 1

 0.
x t

x t

F UU dxdt
t x

∂∂
+ =

∂ ∂∫ ∫  (2)
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Рис. 1. Сетка и временной шаг, используемые в методе конечных объемов

Интеграл может быть вычислен следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1 1

2 1 2 1 ,  , , , 0.
x x t t

x x t t

U x t dx U x t dx F x t dt F x t dt− + − =∫ ∫ ∫ ∫  (3)

Примем, что 2 1x x xΔ = − , и предположим, что в этом объеме количество 
U  постоянно, тогда можно определить:

 ( )
2

1

n
i 1

1 , .
x

x

U U x t dx
x

=
Δ ∫  (4)

Интеграл (3) есть

( ) ( )
2 2

1 1

n 1 n
i i 2 1

1 , , .
t t

t t

U U F x t dt F x t dt
x

+
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠
∫ ∫

Таким же образом, как и для консервативных переменных, определим сред-
ний поток:

( )
2

1

n
i 1/2 1

1 , .
t

t

F F x t dt
t− =

Δ ∫

Получим явную конечно-объемную схему

 ( )1
1/2 1/2 .n n n n

i i i i
tU U F F
x

+
+ −

Δ
= − −

Δ
 (5)
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1/2
n

iF +  — численный поток между ячейками, находящийся на индексе 1/ 2i +  . 
Значение этой величины получено с помощью точных или приближенных 
римановских солверов, которые зависят от системы уравнений.

Существуют ограничения для значения временно́го шага tΔ . Система урав-
нений (1) является гиперболической. Каждому собственному значению 

kλ  соответствует своя скорость волны. Например, хорошо известно, что 
уравнения Эйлера имеют три собственных значения: ,u  u c+  и u c−  со 
скоростью жидкости u  и скоростью звука c . Консервативные переменные 
меняются только по волнам.

Рассмотрим численную ячейку с индексом i , отсекаемую ячейковыми ли-
ниями 1 2i −  и 1 2i + . Величина n

iU  внутри ячейки является постоянной. 
Рассмотрим волну, распространяющуюся с высокой и низкой скоростями 

maxλ  и minλ  соответственно от границы ячейки, как показано на рис. 2. Обе 
эти волны определяют треугольник влияния невозмущенного состояния.

Рис. 2. Общая волновая картина для гиперболической системы

Можно продемонстрировать состояние стабильности для гиперболической 
системы; это означает, что волна от 1 2i −  не должна идти дальше, чем от 
противоположной границы ячейки при 1 2i + . Отсюда следует условие на 
шаг по времени:

 
max

.xt
λ
Δ

Δ ≤  (6)

В случае уравнений Эйлера это хорошо известное условие Куранта — Фри-
дрихса — Леви (КФЛ)

 .x
u c

t Δ
Δ ≤

+
 (7)
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Из определения средних величин также следует, что величина потока, рас-
считанного на момент времени t∗ , остается постоянной во временно́м диа-
пазоне [ ],t t t+ Δ .

Когда рассматриваются сжимаемые течения, временной шаг должен под-
чиняться условию (7). Проблема сжимаемых течений с низкой скоростью 
состоит в том, что порядок величины скорости u  может быть значительно 
ниже, чем скорость звука. Численное решение тогда управляется акусти-
ческой волной ct cx xu +Δ ≤ Δ ≈ Δ , а физическая проблема управляет-
ся материальной скоростью. Такая схема часто оказывается недостаточно 
точной.

Основным преимуществом метода является то, что шаг по времени PCICE 
ограничен конвективным условием Куранта

.
u
xt Δ

Δ ≤

Целью дальнейших рассуждений является перевод формулировки PCICE 
в конечно-объемную формулировку, чтобы воспользоваться преимуще-
ствами обоих методов.

4.3. PCICE метод и его расширения для 
уравнений Эйлера

4.3.1. Введение в PCICE

Рассмотрим систему уравнения Эйлера:

0,u
t

∂ρ
+ ∇⋅ρ =

∂

G G

 ( )d 0,u uu pI
t

∂ρ
+ ∇⋅ ρ + =

∂

G G GG
 (8)

0,E pu E
t

⎛ ⎞∂ρ
+ ∇⋅ρ + =⎜ ⎟∂ ρ⎝ ⎠

G G
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где E  — полная энергия:

( )2 ,1 , .
2

E u p= ε + ε = ε ρгде

Метод PCICE для решения уравнения Эйлера состоит из трех этапов.

Первый этап состоит в решении модифицированной системы уравнений 
вида

0,u
t

∂ρ
+ ∇⋅ρ =

∂

G G

 0,u uu
t

∂ρ
+ ∇⋅ρ =

∂

G G GG
 (9)

0.E pu E
t

⎛ ⎞∂ρ
+ ∇⋅ρ + =⎜ ⎟∂ ρ⎝ ⎠

G G

Из дискретной постановки этой системы в сочетании с EOS можно получить 
уравнение Пуассона для давления. Сведения о давлении на заключитель-
ном этапе приводят к коррекции величин, которые были предсказаны на 
стадии предиктор. Основная цель данного исследования заключается в ис-
пользовании конечно-разностных схем для решения шага предиктор с по-
мощью методов типа Годунова. Соответствующий метод будет называться 
PCICE-VF.

4.3.2. Метод PCICE-VF

Базовая система уравнений выглядит следующим образом:

( )1 1 ,
2

n n n nt u u+ +Δ
ρ = ρ − ∇⋅ ρ + ρ

G G G

 +1 +1,n n n nu u t uu t pρ = ρ − Δ ∇⋅ρ − Δ ∇
G GG G GG

 (10)

( ) 11 .nn n nE E uE t pu ++ρ = ρ − ∇⋅ρ − Δ ∇
G JGG
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Этап предиктор — (транспортный этап). Первое существенное измене-
ние на этапе предиктор: в целевой системе нет термина давления, и реше-
ния системы касаются только переноса консервативных переменных.

0,u
t

∂ρ
+ ∇⋅ρ =

∂

G G

 0,u uu
t

∂ρ
+ ∇⋅ρ =

∂

G G GG
 (11)

0.E uE
t

∂ρ
+ ∇⋅ρ =

∂

G G

Данная система уравнений является не строго гиперболической и имеет 
три одинаковых собственных значения uG . Полудискретное решение для 
(11) имеет вид

* ,n nuρ = ρ − ∇⋅ρ
G G

 ,n nu u uu∗ρ = ρ − ∇⋅ρ
GG G GG

 (12)

.n nE E uE∗ρ = ρ − ∇⋅ρ
G G

Система решается с помощью конечно-объемной схемы. Преимущество 
этой схемы состоит в том, что временной шаг ограничивается только кон-
вективным критерием .t x uΔ ≤ Δ
Солвер Русанова используется для вычисления вектора потока: 

( ) ( )1 1 1
2

1 1
2 2i i i ii

F F F S U U+
+ ++

= + − +  c U u
E

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜

ρ
ρ
ρ

⎟
⎝ ⎠

 и 2F u
Eu

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ρ
⎝ρ ⎠

ρ

⎟ , 

скорость волны вычисляется по формуле ( )i 1/2 i i 1max ,S u u+
+ += + ε .

Этап корректор (коррекция). На этапе корректор можно получить урав-
нение Пуассона. Из-за того, что уравнение сохранения массы является 
уравнением переноса, базовое уравнение может быть использовано непо-
средственно:
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 ( )+1 +1 .
2

n n n nt u uΔ
ρ = ρ − ∇⋅ ρ ρ+

G G G
 (13)

В этом уравнении используется предиктор величина *ρ , чтобы получить

 ( )+1 +1 .
2

n n nt u u∗ Δ
ρ = ρ − ∇⋅ −ρ ρ

G G G
 (14)

В последнем уравнении импульсы на момент времени 1n +  должны быть 
удалены. Используется корректирующее уравнение для импульса. Отметим, 
что на этапе предиктора нет только слагаемых давления, поэтому, есте-
ственно, представляем:

 1 * 1.n nu u t p+ +ρ = ρ − Δ ∇⋅
GG G

 (15)

Такой же путь для уравнения энергии приводит к

 ( )+1 +1 .n nE E t u∗ρ = ρ − Δ ∇⋅ ρ
G G

 (16)

Комбинируя (14) и (15), получаем:

 ( )
2

1 * * 1

2 2
.n n nt tu u p+ +Δ Δ

ρ = ρ − ∇⋅ ρ − ρ + Δ
G G G

 (17)

Здесь вводится еще одно отличие между оригинальным методом PCICE 
и новой версией (PCICEVF):

 .nu u∗⋅ρ =∇ ∇⋅ρ
G GG G

 (18)

Это предположение оправдывается тем, что u∗∇ ⋅ρ
G G

 во временно ́м диапазо-
не [ ],t t t+ Δ  постоянно при конвективном временно́м шаге.

Тогда в предположении, что давление на 1n +  известно, этап коррекции 
выглядит так:

 
2

1 * 1,
2

n nt p+ +Δ
ρ = ρ + Δ  (19)

 11 + ,n nu u t p∗+ρ = ρ − Δ ∇⋅
GG G

 (20)
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 ( )1 +1 .nnE E t u+ ∗ρ = ρ − Δ ∇⋅ ρ
G G

 (21)

Уравнение Пуассона для давления. Уравнение состояния используется 
здесь в общей дифференциальной формулировке. В системе уравнений (8) 
замыкающие отношения задаются как ( ),pε = ε ρ , которые можно пере-
писать так же в виде ( ),p p= ε ρ . Дифференцирование этого уравнения 
дает:

 .p pdp d d
ρε

ρ ε
ρ ε

⎞∂ ∂ ⎞= + ⎟⎟ ⎠∂ ∂⎠
 (22)

Эта дифференциальная форма аппроксимирует во времени вариации меж-
ду временем t∗  и временем +1nt :

n 1 *.df f f+= −

Таким образом,

 ( ) ( )1 * 1 * 1 * .n n np pp p
ρ

+

ε

+ +⎞∂ ∂ ⎞− = −ρ + −⎟⎟ ⎠∂ ∂ε⎠
ρ ε ε

ρ
 (23)

Коэффициенты этого уравнения зависят от уравнения состояния. Нужно 
оценить слагаемые ( )1 *n+ρ − ρ  и ( )1 *n+ε − ε . Используем соответствующее 
коррекционное уравнение (19):

2
1 * 1.

2
n nt p+ +Δ

ρ = ρ + Δ

Уравнение (23) теперь выглядит следующим образом:

( )1 * 1 1 *
2

2
.n n np pp p pt +

ε

+

ρ

+Δ
Δ ε ε

ρ ε
⎞∂ ∂ ⎞− = + −⎟⎟ ⎠∂ ∂⎠

Нет точного выражения для внутренней энергии в момент времени 1n +  . 
Внутренняя энергия подчиняется следующим уравнениям в частных про-
изводных:
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 0.d p u
dt

ρ + ∇
ε

⋅ =
G G

 (24)

На этапе предиктор все термины переноса были учтены, так что в этом урав-
нении конвективный член производной по времени уже был рассмотрен на 
этапе предиктора. Оставшаяся часть:

0.p u
t

∂
ρ + ∇⋅

∂
ε

=
G G

Новое усовершенствование метода теперь делается благодаря этому урав-
нению. Его приближение между предсказанным состоянием и новым вре-
менем

 1 *1 .n n n nt p u+ +ε ε ε
Δ

≡ = − ∇
ρ

� �
�  (25)

Уравнение давления принимает вид

 
2

1 * 1 .
2

n n n np pp p p pt t u
ρ

+

ε

+⎞∂ ∂ ⎞− =
Δ Δ

Δ − ∇
ρ ε∂ ρ⎟⎟ ⎠∂⎠ �  (26)

Величины с тильдой оцениваются как среднее арифметическое между 
временем * и n. Использование уравнения состояния идеального газа 

( )1p = γ − ρε  приводит к коэффициентам

( )1p

ε

⎞∂
⎟⎠

= γ −
ρ∂

ε  и ( )1 .p

ρ

= γ
∂ ⎞

⎟⎠
− ρ

ε∂

Уравнение Пуассона для давления:

( ) ( )*
2

1 11 1
2

n n n nt tp p up p+ +Δ
γ − ε Δ − γ − Δ− ∇= �

или

 ( ) ( )1 1 *
2

1 1 .
2

n n n nt tp p p p u+ +Δ
γ − ε− Δ = − γ − Δ ∇�  (27)
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4.3.3. Сущность метода

Шаг предиктор:

* ,n nuρ = ρ − ∇⋅ρ
G G

,n nu u uu∗ρ = ρ − ∇⋅ρ
GG G GG

.n nE E uE∗ρ = ρ − ∇⋅ρ
G G

Уравнение Пуассона:

( ) ( )1 1 *
2

1 1 .
2

n n n nt tp p p p u+ +Δ
γ − ε− Δ = − γ − Δ ∇�

Шаг корректор:

2
1 * 1,

2
n nt p+ +Δ

ρ = ρ + Δ ⋅

11 + ,n nu u t p∗+ρ = ρ − Δ ∇⋅
GG G

( )n+11 .nE E t u+ ∗ρ = ρ − Δ ∇⋅ ρ
G G

4.4. Однофазные результаты

4.4.1. Введение

Результаты, представленные в этом разделе, получены новым методом 
первого порядка точности по времени и пространству. В первом тестовом 
случае речь идет о распространении интерфейса, движущегося с постоян-
ной скоростью в поле постоянного давления. Этот тест важен для оценки 
робастности кода в решении интерфейсных проблем, что очень существен-
но для многофазных потоков. Давление и скорость должны оставаться по-
стоянным, пока распространяется профиль плотности.
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В двух других тестовых случаях рассматриваются проблемы в ударной тру-
бе. В этих случаях учитываются материальные интерфейсы, акустика, рас-
ширение и ударные волны. Численные результаты сравниваются с точными 
решениями. В первом тесте рассматривается сильная ударная волна, во 
втором — задача в трубе со слабой ударной волной, которая является про-
стым способом получения низкоскоростного потока.

Жидкость должна подчиняться закону идеального газа с политропным ко-
эффициентом 1,4γ =  и удельной теплоемкостью при постоянном объеме 

700 / /Дж кг КvC = .

4.4.2. Интерфейсные проблемы

Рассмотрим 1D область метровой длины. Она содержит газ, движущийся 
с постоянной скоростью 10 /м сu =  при атмосферном давлении 101 325 Па. 
Разрыв плотности первоначально расположен на оси абсцисс ( 0,5)x = , он 
представляет собой поверхность раздела между газом при более высокой 
плотности Lρ  (слева) и тем же газом при низкой плотности Rρ  справа от 
первоначального интерфейса (рис. 3).

Рис. 3. Тест для адвекции

Сетка состоит из 1000 ячеек. В первом расчете рассматривается скачок 
плотности, равный 2: 3

L 1 /кг мρ =  и 3
R 0,5 /кг мρ = . Шаг по времени 

16 xt
u c
Δ

Δ =
+

, и это самый большой шаг, который можно использовать 

при заданных условиях. На рис. 4 показан профиль плотности на время 
55,44 мкс, что соответствует расчету 300 временны́х шагов. Показано плато 
в графике изменения плотности со временем, а также скорость интерфейса. 
Фронт размазывается по большому числу ячеек, основной причиной явля-
ется низкий порядок в пространстве и времени этого метода.

На рис. 5 показана разница между конечным давлением внутри трубы и на-
чальным давлением, которое было установлено равным 101 325 Па. Поря-
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док величины ошибки — 10–9 Пa, что очень близко к численному нулю. Тот 
же график показывает разницу между окончательной и начальной скоро-
стью и демонстрирует ошибку порядка 10–11 м/с.

Результаты удовлетворительные. Шаг по времени, равный 16 КФЛ, соответ-
ствует верхнему пределу схемы, как предложено в [2], т. е.

16 0,3 .x xt
u c u
Δ Δ

Δ = ≈
+

Рис. 4. Тест адвекция: скачок плотности равен 2, 16tΔ =  KФЛ. Сравнение анали-
тики (прямая) и численных результатов (символы) Решение для плотности

Рис. 5. Тест адвекция: скачок плотности равен 2, 16tΔ =  KФЛ. Профили разности 
между начальным давлением и давлением на финальном шаге
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Увеличение скачка плотности на границе приводит к хорошим результатам, 
но шаг по времени уменьшается. В табл. 1 самый крупный шаг по времени 
(КФЛ = CFL) представлен в соответствии с отношением левой и правой плот-
ностей.

Таблица 1. Эволюция самого большого шага по времени 
относительно скачка плотности

L R/ρ ρ 2 10 100 1000

CFL 16 12 8 3,85

Для больших отношений плотности число КФЛ уменьшается, но оно всег-
да больше, чем время одного шага, который может быть использован для 
явных методов. Эта проблема, возможно, связана с обработкой граничных 
условий, которые в нашем коде довольно заметно упрощены.

4.4.3. Задача с сильным перепадом давления

Рассматривается течение, создаваемого скачком давления между левым 
и правым состояниями, изначально установленными в трубе. Этот тест ин-
тересен тем, что каждый вид волн (волна расширения, интерфейс, ударная 
волна) присутствуют в потоке.

Начальный скачок давления установлен на 106. Камера низкого давления 

R  101325 Паp =  и высокого давления, равного 6
L R10p p=  (рис. 6).

Рис. 6. Представление тестового случая

Полное время моделирования равняется 0,93 мкс. Временной шаг 
1,5tΔ =  KФЛ, что  меньше временно́го шага в предыдущем тесте, но больше 

шага, предложенного в [2] для метода PCICE:

0,5 .xt
u
Δ

Δ =
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На рис. 7 давление, плотность и скорость профили сравниваются с точными 
решениями.

Потоковый солвер хорошо воспроизводит решение. Величина KФЛ ограни-
чена значением 1,5. С этими начальными условиями, акустическая и кон-
вективная волны имеют один порядок величин (около 180 000 м/с): так 
что акустические явления, по крайней мере, имеют такое же значение, что 
и явления переноса. Этот тест наглядно показывает надежность метода.

4.4.4. Слабая ударная волна в трубе

В этом разделе рассматривается проблема ударной волны в трубе, анало-
гичная предыдущему абзацу, но с очень низким скачком давления. В ка-
мере низкого давления R 101 325 Паp = , а в камере высокого давления 

L R1,05p p= . На рис. 8 численное решение сравнивается с аналитическим 
на момент времени 1 мс.

Конечная скорость довольно низкая, около 5 м/с. Шаг по времени, исполь-
зуемый в моделировании, равняется 10 КФЛtΔ = . Полное время расчета 

Рис. 7. Сравнение между аналитическими и численными результатами для сильной 

ударной волны в трубке 6
L R10p p=
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составляет 40 временны́х шагов. Решение для давления и скорости хорошо 
согласуется с аналитическим решением. Численное решение для плотности 
также хорошо согласуется с аналитическим решением за исключением ин-
терфейса, где наблюдаются некоторые паразитные колебания.

На рис. 9 построено решение, полученное с КФЛ = 1, оно почти идеально 
совпадает для всех переменных, но уже можно наблюдать небольшое от-
клонение расчетной плотности от аналитического решения на интерфейсе.

4.4.5. Заключительные замечания 
для однофазного солвера

На основе метода PCICE мы разработали новый решатель для однофазных 
потоков. Построен солвер для низкоскоростных потоков позволяющий ис-
пользовать больший временной шаг, чем обычные методы для сжимаемой 
жидкости.
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Рис. 8. Сравнение между аналитическими и численными результатами для сильной 
ударной волны в трубке L R1,05p p= . 10 КФЛtΔ = , количество просчитанных 

временны́х шагов равняется 40 для окончательного времени 1 мс
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Данный солвер может быть улучшен за счет повышения порядка точности 
и использования разных уравнениях состояния. В следующем разделе рас-
сматривается попытка решения двухфазного потока.

4.5. Диффузионно-интерфейсный 
потоковый солвер

4.5.1. Введение

Рассмотрим простую равновесную модель скорости и давления Kapila [3]. 
Она была получена как асимптотический предел модели Baer и Nunziato 
[4] в пределе жесткой скорости и релаксации давления. Модель включает 
в себя пять дифференциальных уравнений, одно из которых неконсерва-
тивное. Его результирующая скорость звука соответствует той, что у Wood 

Рис. 9. Сравнение между аналитическими и численными результатами для сильной 
ударной трубки L R1,05p p= . 1 КФЛtΔ = , количество просчитанных временны́х 

шагов равняется 400 для окончательного времени 1 мс
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[7], который выявил немонотонные вариации с объемной долей. Эти две 
трудности (несохранение и немонотонность) представляют собой серьез-
ные вычислительные задачи. Чтобы обойти их, построена неравновесная 
по давлению модель из семи уравнений, также с неконсервативными урав-
нениями, но ее легче решать релаксационным методом [8]. Обе модели 
представлены ниже. Цель релаксационной модели — получить в конце 
каждого временно́го шага уникальные давления для каждой фазы: учиты-
вая численный временной шаг, начиная с механического равновесия, есть 
время, в течение которого каждая фаза подчиняется собственным уравне-
ниям состояния, ведущим к неравновесному состоянию, и тогда релаксация 
происходит при получении нового механического равновесия.

Сначала рассмотрены модели диффузионного интерфейса, а затем кратко 
изложен алгоритм, основанный на PCICE-VF методе, в котором сделаны не-
обходимые изменения, чтобы учесть особенности модели многофазного 
потока.

4.5.2. Модели диффузионного интерфейса

5.2.1. Модель из пяти уравнений

Модель [3] — это модель нулевого приближения Baer и Nunziato [4] в пре-
деле жесткой механической релаксации. В контексте двух жидкостей она 
выглядит следующим образом:

2 2
1 2 2 1 1

1 2 2
1 1 2 2

1 2

,
c c

u u
t c c

∂α −
+ ∇α = ∇⋅

∂
+

⋅
ρ

α α

ρ ρ
ρ

G G

( )1 1
1 1 0,u

t
ρ

⋅
∂α

ρ+ ∇ α =
∂

G

( )2 2
2 2 0,u

t
ρ

⋅
∂α

ρ+ ∇ α =
∂

G

 ( ) 0,u u u pI
t

∂ ⎡ ⎤+ ∇ ⊗ + =⎣
ρ

⋅ ρ ⎦∂

G G G
 (28)
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( ) 0,E E p u
t

ρ
⋅ ρ

∂
+ ∇ + =

∂
G

где 21, , , ,
2

u p E E u⎛ ⎞ρ = ε +α ⎜ ⎟⎝ ⎠
G

 и ε  — соответственно объемная доля, плот-

ность смеси, скорость, давление смеси, полная энергия смеси и внутренняя 
энергия смеси.

Внутренняя энергия смеси определяется так:

 ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2, , ,Y p Y pε = ε ρ + ε ρ  (29)

а массовые доли задаются как 
( )k

kY =
αρ

ρ
. Плотность смеси определяется 

по формуле 1 1 2 2+ρ = α ρ α ρ .

Каждая жидкость определяется собственным выпуклым уравнением состо-
яния (EOS) ( ),k k ke e p= ρ , которое позволяет определить скорость звука 
фазы ( )k ,k kc c p= ρ .

В частном случае жидкости регулируются EOS усиленного газа:

 ( )k 1 .k k k k kp e p∞ρ − γ−γ=  (30)

Результирующее EOS смеси

 ( )
1 1 1 2 2 2

1 2
1 2 1 2

1 2

1 2

1 1
, , , , , .

1 1

p p

p Y Y

∞ ∞⎛ ⎞
ρε − −

α γ α γ
γ γ

α α α α
γ

⎜ ⎟− −⎝
=

+
− γ

⎠
ρ ε

−

 (31)

Эта модель обеспечивает механическое равновесие, она же справедлива 
для неравновесного теплового потока, что имеет место на поверхности раз-
дела фаз.

5.2.2. Модель из семи уравнений

Модель из семи уравнений мы намерены решить следующим образом:

( )1
1 1 2 ,u p p

t
α

α ⋅
∂

+ ∇ = μ −
∂

GG
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( )1 1
1 1 0,u
t

α ρ
⋅

∂
+ ρ∇ α =

∂
GG

( )2 2
2 2 0,u
t

α ρ
⋅

∂
+ ρ∇ α =

∂
GG

 ( ) ( )1 1 2 2 0,u u u p p I
t

ρ
⋅ ρ α

∂ ⎡ ⎤+ ∇ ⊗ + + =⎦α⎣∂

GG G G
 (32)

( ) ( )1 11
1 1 1 11 1 I 2 ,u p u p p p
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Если в модели из семи уравнений давление релаксирует ( μ → ∞ ), давле-
ния фаз становятся равными друг другу 1 2( )p p p= = , и система уравнений 
асимптотически стремится к системе из пяти уравнений. Задача заключает-
ся в разработке PCICE-VF численной схемы для решения модели из семи 
уравнений, так как она предоставляет лучшие свойства для конструирова-
ния численной схемы [8].

4.5.3. PCICE-VF многофазный солвер

Этап предиктор. Новинкой по сравнению с однофазным потоковым солве-
ром является новый второй подэтап. Запишем решаемые уравнения в сле-
дующем виде:
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Уравнения массы для каждой фазы были заменены эволюционными урав-
нениями для массовых фракций. Важность такой формулировки станет 
очевидной при построении уравнения Пуассона.

Этап релаксации. Подшаг релаксации даст поправку к внутренней энергии 
в соответствии со вторым законом термодинамики. Вторая коррекция будет 
сделана с помощью полной энергии смеси. До этого момента следующая 
система была следующей:
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Из-за дивергенции скоростей в уравнениях массы и энергии происходит 
нарушение равновесия давления. Релаксации давления, таким образом, не-
обходима и будет определять релаксационное или равновесное давление 
с соответствующими фазовыми объемными долями и плотностями. Именно 
это и есть подэтап релаксации давления, к которому мы сейчас переходим.

Этот шаг имеет значение для выполнения условий интерфейса в потоке 
с неоднородными скоростью и давлением. Это также вынуждает решение 
модели из шести уравнений сходиться к тому, что следует из модели из пяти 
уравнений.

На шаге релаксации нужно решить:
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0E
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∂ρ
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∂

с 2 1 1 2
I

1 2

Z p Z p
p

Z Z
+

=  в переделе μ → ∞ .

После некоторых манипуляций внутренние уравнения энергии принима-
ют вид

1 1
I 0,

e
p

t t
∂ ∂ν

+ =
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2 2
I 0,

e
p

t t
∂ ∂ν

+ =
∂ ∂

где kν  — фазовые удельные объемы.

Эта система может быть записана в интегральной формулировке:

( )0 0
k ˆ 0,k Ik k ke e p vv− + − =  где I0

0

1ˆ .
t

k
Ik

k k

t
vv

p p d
t

vΔ ∂
=

∂− ∫

Чтобы определить средние давления Ikp̂ , начинаем суммирование уравне-
ний внутренней энергии:

( ) ( )0 0 0 0
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2ˆ ˆ 0.I IY e Y e Y e Y e p Y Y v p Y vv Yv− + − + − + − =

Уравнение массы смеси может быть записано в виде

( ) ( )0 0
1 1 1 1 2 2 2 2 0.Y Y v vY Y vv − + − =

С использованием этих соотношений уравнение энергии смеси принимает 
вид

( )( )0 0
1 2 1 1 1 1ˆ ˆ 0.I I ve e p p Y Y v− + − − =

Для сохранения энергии смеси необходимо, чтобы 1 2ˆ ˆ ˆI I Ip p p= = . Имеют 
место оценки начального давления *ˆ ˆI Ip p=  и релаксационного давления 

Rˆ Ip p= . Эти оценки совместимы с неравенством энтропии. Что касается 
выбора той или иной оценки, при вычислении в релаксационном состоянии 
результирующей разницей в практических расчетах можно пренебречь.
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Решаемая система, таким образом, состоит из уравнений

( ) ( ) ( )R R 0 0 0 R 0
( 1, 2) kˆ, , 0, 1, 2,k k k k k I k ke p v e p v p v v k=− + − = =

которые включают три неизвестных, R
kv  и Rp .

Его замыкание достигается с помощью ограничения насыщения

1k
k

α =∑  или ( ) 1kk
k

vαρ =∑ .

Здесь ( )k
αρ  являются постоянными в процессе релаксации. Эта система 

может быть заменена на одно уравнение с одной неизвестной Rp . С по-
мощью EOS энергетические уравнения принимают вид

 ( ) ( )R R 1.kk
k

v pαρ =∑  (36)

После того как релаксационное давление найдено, определяются удельные 
фазовые объемы ( )R R

kv p  и объемные доли ( ) ( )R R R
kk kv pα αρ= , соответ-

ствующие этому релаксационному состоянию давления.

В конце стадии релаксации решаются:
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И теперь 1 2p pp= = .

Уравнение Пуассона. Уравнение Пуассона может быть получено аналогич-
но процедуре в случае системы уравнений Эйлера, при этом уравнение со-
стояния смеси изменяется, и мы имеем ( )1 2 1 2,, ,, ,  p Y Yρ ε α α .

Дифференциальная форма давления:

 

1
1

2 1 2
2 1 2

.

 p p pdp d d d

p p pd dY dY
Y Y
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ρ ε α +
ρ ε α

α
α

 

(38)

Массовая доля kY  будет оставаться постоянной в процессе акустической 
релаксации. Мы также предполагаем, что на первом этапе объемная доля 
была перенесена и не требует коррекции, это подразумевает, что правой 
частью объемной доли можно пренебречь. Соответствующая подмодель мо-
жет быть также применима для решения интерфейсных проблем [6].

Таким образом, имеем на этом этапе

 .p pdp d dρ
⎞∂ ∂ ⎞= + ⎟⎟ ⎠∂ ∂ε⎠

ε
ρ

 (39)

В этом случае уравнение Пуассона такое же, что и используемое в одно-
фазном потоковом решателе.

Этап коррекции. Некоторые величины корректируются благодаря давле-
нию смеси на момент времени 1n +  соответственно:

 1 ,n p
k kY Y+ =  (40)

 ( )1 * 1 ,
2

n nt p+ +Δ
∇ρ ρ= +
G

 (41)

 ( )+1 * 1 .n nu u t p += − ∇ρ Δρ
G

 (42)

Тогда

 ( )1 * 1 .n nE E t pu+ += − Δ ∇ρ ρ
G

 (43)
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Исправим объемную долю по следующим параметрам:

 ( )1 R new 1 1
1/2 1/2 .n n n

k k i i
t K u u
x

+ + +
+ −α

Δ
+α= −

Δ
 (44)

Каждую фазовую величину можно вывести из отношений (40)—(44) с по-
мощью уравнения состояния.

4.5.4. Резюме двухфазного алгоритма PCIC-VF

Первым идет этап предиктор:
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Затем выполняется процедура релаксации давления, чтобы получить 

1 2p pp= = .

На следующем этапе решается уравнение Пуассона.

Завершающим этапом является шаг коррекции.
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4.5.5. Результаты

В данной работе мы успели получить только результаты для распростра-
нения двухфазного интерфейса в едином потоке с постоянной скоростью 
и постоянным давлением. Решения, представленные в этом разделе, по-
лучены без поправки на объемные доли, это означает, что newK  термин 
в (44) устанавливается равным нулю. Шаг по времени, используемый в рас-
чете, равен 1 КФЛ. Проблема моделируется в постановке, как показано на 
рис. 10.

Рис. 10. Распространение материального интерфейса в многофазных потоках

Следует отметить, что интерфейс касается плотности смеси, а также объем-
ной доли. Решения построены на момент времени 1 миллисекунда для плот-
ности смеси (рис. 11) и объемной доли фазы 1 (рис. 12). Решение очень 
хорошо согласуется с аналитикой.

Рис. 11. Плотность смеси в движущемся со скоростью 10 м/с потоке. 
Символами показаны численные результаты по сравнению с аналитическим 

решением
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Рис. 12. Динамика объемной доли фазы 1 в случае адвекции

4.6. Заключительные замечания
В этом разделе представлена конечно-объемная версия метода PCICE. По 
сравнению с оригинальной версией были сделаны некоторые изменения, 
чтобы получить метод, свободный от осцилляций давления и скорости. Для 
расширения метода до более высокого порядка в пространстве и времени 
необходима дополнительная работа. Кроме того, очень большое отноше-
ние плотностей на интерфейсах вызывает ограничения временно́го шага, 
которые должны быть поняты для того, чтобы улучшить вычислительную 
эффективность в этих условиях. Некоторые первые результаты представ-
лены в отношении двухфазной модели диффузного интерфейса. Дополни-
тельные усилия необходимы для достижения успеха в тестах на ударных 
трубах с интерфейсами.
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Приложение 4А. Экспертиза PCICE метода 
в почти несжимаемых и строго несжимаемых 
средах, пределы
Консервативная форма основанного на давлении PCICE численного метода 
[1; 2], недавно разработанная для вычисления переходных течений жид-
кости на всех скоростях от очень низкой до очень высокой (при сильных 
ударных волнах), упрощается и обобщается. Хотя метод автоматически об-
рабатывает непрерывный переход сжимаемости, три различных предель-
ных режима сжимаемости формально определяются для целей обсуждения 
и сравнения с традиционными методами — строго несжимаемый предел, 
почти несжимаемый предел и полностью сжимаемый предел. Поведение 
метода PCICE рассмотрено в каждом предельном режиме. В строго несжи-
маемом пределе алгоритм PCICE сводится к традиционному методу MAC-
типа с дивергенцией скорости, управляемой уравнением Пуассона для 
давления. В почти несжимаемом пределе алгоритм PCICE удается свести 
к обобщению традиционных несжимаемых методов, т. е. к тому, в котором 
не только эффект дивергенции скорости, но и эффект градиента плотно-
сти включены в управляющую функцию уравнения Пуассона для давления. 
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Почти несжимаемому режиму уделялось в прошлом мало внимания, и, по-
видимому, строго несжимаемые методы могут быть легко применены к по-
токам в этом режиме за счет игнорирования потенциально важного меха-
низма сцепления. Это может оказаться существенным во многих важных 
потоках, например в естественной конвекции потоков в результате высокой 
плотности теплового потока. В полностью сжимаемом пределе или режиме 
найден алгоритм, сводящийся к основанным на плотности методам для вы-
сокоскоростных потоков.

4A.1. Введение

Однофазные потоки, имеющие практическое значение для нынешних и бу-
дущих ядерных реакторов, охватывают широкий спектр скоростей потока 
и сжимаемости. Изредка они принадлежат исключительно к ограниченным 
классам строго несжимаемых течений. Большинство потоков в реакторах 
имеют смешанную природу: существуют области с доминированием почти 
несжимаемых эффектов, а также области с преобладанием сильно сжимае-
мых эффектов. С другой стороны, существуют потоки, имеющие переход-
ную природу, где в течение некоторого времени доминируют сжимаемые 
эффекты, в то время как в остальное время поток почти несжимаем. Для 
моделирования таких потоков был разработан вариант неявного численно-
го метода Эйлера (ICE) с поправкой давления [3]. Метод был представлен 
в [1] как метод конечных элементов (PCICE-FEM) для вычисления потоков 
жидкости при всех скоростях от низкой дозвуковой или почти несжимае-
мой до большой сверхзвуковой сжимаемой среды.

PCICE является методом предиктор-корректор для аппроксимации решения 
консервативной формы уравнений Эйлера / Навье — Стокса:

 0,u
t
ρ

⋅
∂

ρ∇
∂

=+ G
 (4А.1)

 ( ) ,u u u p
t

∂
+ ∇ ⊗ = −∇ ⋅

∂
ρ

⋅ ρ + ∇ τ
G G G

 (4А.2)

 ( ) ( ),t
t

e
uh u k T i T

t
∂

+ ∇⋅ = ∇⋅ τ ⋅ + ∇⋅ ∇
ρ

+
∂

ρG G
 (4А.3)

где ,, u pρ G
 и T  — соответственно плотность массы жидкости, скорость, 

давление и температура.
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В этих уравнениях τ — сдвиговые напряжения; t 2
uuee = +
GG

 — общая плот-

ность энергии ( e  — плотность внутренней энергии); t
t

e p
h

ρ +
=

ρ
 удель-

ная полная энтальпия; ( )i T  — источниковый член уравнения, зависящий 
от температуры. Закон Фурье для теплопроводности предполагает, что k  
обозначает теплопроводность. Эти уравнения представляют соответствен-
но баланс массы, импульса и полной энергии. Поскольку метод PCICE не 
ограничивается какими-либо конкретными уравнениями состояния, в дан-
ном случае будет использована общая функциональная форма

 ( ), .p f e= ρ  (4А.4)

Следует отметить, во-первых, что, как и в [2], здесь представлено упрощен-
ное, но обобщенное описание метода PCICE независимо от конкретных про-
странственных дискретизаций и уравнений состояния. Во-вторых, поведе-
ние метода PCICE рассматривается в строго несжимаемом пределе, почти 
несжимаемом пределе ( c t lΔ � , где c  — скорость акустической волны; 

tΔ  — время разрешения; l — характерная длина), а также в полной мере 
сжимаемом пределе ( c t lΔ � ).

4A.2. PCICE алгоритм

Неявный метод Эйлера с поправкой давления для непрерывной жидкости 
или алгоритм PCICE [1; 2] разработан для всех скоростей сжимаемых и поч-
ти несжимаемых течений, улучшает предыдущие основанные на давлении 
методы с точки зрения точности и численной эффективности и обеспечи-
вает более широкую область применения. Из-за необходимости моделиро-
вать течения с ударными волнами важно, чтобы оба основных уравнения 
и их дискретизованные приближения имели консервативную форму [4; 5]. 
В отличие от других ICE вариантов, предложенных ранее, большинство ко-
торых записаны полностью или частично в естественных переменных, PCICE 
алгоритм решает консервативную форму основных уравнений.

В [10] разработан полунеявный алгоритм ICE-типа в консервативной фор-
мулировке, который объединяет уравнения импульса и энергии аналогично 
[6]. PCICE алгоритм более неявен и имеет более общую консервативную 
формулировку, может быть использован при конечно-разностной, конечно-
объемной и конечно-элементной пространственной аппроксимации. 
В PCICE алгоритме уравнение общей энергии достаточно соединить с урав-
нением Пуассона для давления, чтобы избежать итерации между уравне-
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нием Пуассона для давления и уравнением поправки давления. Уравнение 
Пуассона для давления тогда имеет усредненную по времени информацию 
о внутренней энергии, что требуется для получения точного неявного дав-
ления. В конце шага по времени все консервативные величины сохранения 
массы, импульса и полной энергии оказываются скорректированными по 
давлению. В результате не требуется итерационного процесса, как правило, 
ассоциируемого с основанными на давлении схемами. Этот аспект был при-
знан выгодным при расчете переходных сжимаемых течений, в том числе 
потоков со значительным выделением энергии, химических реакций и фа-
зовых превращений.

Алгоритм решения PCICE метода, основанного на давлении, состоит из двух 
дробных шагов. Первый из них заключается в явном предиктор-корректор 
методе Heun, он применяется без термина градиента давления, присутству-
ющего в уравнении импульса (подход типа проекции). Во втором дробном 
шаге применяется неявная коррекция давления, т. е. эллиптическое урав-
нение Пуассона решается при давлении на новом временно́м шаге, следую-
щем за явной коррекцией с новым давлением. Давление, импульс и плот-
ность в управляющих гидродинамических уравнениях рассматриваются 
в неявном виде.

Так называемое объединение массы и импульса получается путем подста-
новки уравнения баланса импульса в уравнение сохранения массы для ис-
ключения усредненной по времени плотности импульса (или потока массы) 
как неизвестного. Скорость изменения плотности в уравнении сохранения 
массы затем выражена в терминах давления и изменения внутренней энер-
гии посредством использования уравнения состояния. Эти замены приво-
дят к одному эллиптическому дифференциальному уравнению второго по-
рядка с точки зрения давления (уравнению Пуассона для давления). Эта 
полунеявная формулировка имеет два преимущества по сравнению с явны-
ми схемами. Во-первых, акустическая составляющая удаляется из критерия 
устойчивости размера явного шага по времени, устраняя, таким образом, 
жесткость времени интегрирования, которая является результатом медлен-
ных потоков. Во-вторых, давление, получаемое с полунеявной трактовкой, 
корректирует обороты для удовлетворения требований сохранения массы. 
Это позволяет моделировать почти несжимаемые потоки с помощью урав-
нений сжимаемого газа, которые могут быть использованы для моделиро-
вания потоков со скоростями от очень низких до сверхзвуковых, в том чис-
ле смешанных потоков со всеми присутствующими скоростями.

Описание алгоритма PCICE (на основе конечно-элементного подхода) было 
приведено с учетом уравнения состояния идеального газа, но алгоритм мо-
жет быть реализован в контексте других методов пространственной дис-
кретизации (конечных разностей, конечных объемов, grid-free и т. д.) [2].
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4A.3. Временна́я дискретизация

Алгоритм PCICE является методом предиктор-корректор для решения сле-
дующих дискретизированных по времени уравнений баланса (4А.1), (4А.2) 
и (4А.3) для массы, импульса и энергии соответственно:

 ( ) ( )+1+1 * ,
2

n nn t u uρ ρ − ρ
Δ ⎡ ⎤= ∇⋅ +⎣ ⎦ρG G

 (4А.5)

 ( ) ( ) ( )1 1/2 +1 ,
2

n n n n ntu u t u u p p+ +ρ = ρ ρ −
Δ ⎡ ⎤− Δ ∇⋅ ⊗ ∇ +⎣ ⎦

G GG G G G
 (4А.6)

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 .
2

n n n nn n
t t t t

te e u h u h+ + +Δ ⎡ ⎤= − ∇⋅ +ρ ρ ρ ρ⎣ ⎦
G G G

 (4А.7)

Термин дивергенции в уравнении импульса находится на частично усред-
ненном по времени уровне, полученном с использованием явного двухсту-
пенчатого модифицированного метода Хойна, который описан ниже. В ори-
гинальном PCICE-FEM методе [1] был использован эффективный метод 
Тейлор — Галеркина, однако модифицированный метод Хойна обладает 
более низкими ошибками фазы вблизи разрывов. Эти уравнения аппрокси-
мируются следующим дробным двухшаговым способом.

4A.3.1. Шаг 1

Первый шаг решает часть уравнений. (4А.5)—(4А.7), с шагом предиктор:

 ( )* ,nn t uρ ρ ρ= − Δ ∇⋅ G
 (4А.8)

 ( ) ( ) ( ) ,n nu u t u u∗ − Δ ∇⋅ ⊗ρ = ρ ρ
GG G G G

 (4А.9)

 ( ) ( ) ( )t ,n n n
t te e t u h∗ = − Δ ρ∇⋅ρ ρ

G G
 (4А.10)
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Следующий шаг корректор:
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(4А.15)

Важно, что величины ( ), uρ ρG  и ( )teρ  для предиктор ( )∗  и корректор ( )∗∗  
шагов будут найдены с помощью монотонных алгоритмов высокого поряд-
ка, таких как FCT, TVD, ENO и т. д., или что они будут сглажены другим под-
ходящим сглаживателем, например методом переменной диффузии [11], 
используемым в конечно-элементной версии метода PCICE-FEM [1].
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Как и в случае схем проекционного типа, градиент давления не входит 
в частичные уравнения баланса импульса (4А.9) и (4А.13). Вместо этого 
он будет включен неявно на следующем шаге. Поэтому шаг по времени, 
стабильно ограниченный для этого дробного шага, удовлетворяет условию 
материального Куранта, основанному на скорости звука, или условию Ку-
ранта, основанному на скорости потока. Если напряжение сдвига, передача 
тепла или слагаемые источника энергии включены и трактуются в явном 
виде, стабильный шаг по времени на основе этих условий может быть слиш-
ком строгим. Чтобы получить дополнительную устойчивость при больших 
временны ́х шагах, такие слагаемые можно рассматривать неявно либо на 
этом дробном шаге, либо в дополнительных (предыдущих и последующих) 
дробных шагах.

4A.3.2. Шаг 2

Это дробный шаг стремится решить следующую часть первоначальных дис-
кретных уравнений (4А.5)—(4А.7), чтобы получить давление в новое время.

Импульс:
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Масса:

 ( ) ( )1+1 .
2

nn t u u+∗ ∗∗ρ ρ − ρ
Δ ⎡ ⎤= ∇⋅ ⎣ ⎦− ρG G

 (4А.17)

Полная энергия:

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 .
2

n n n
t t t t

te e u h u h∗∗ ∗ ∗+ + +ρ ρ ρ
Δ ⎡ ⎤= − ρ− ∇⋅ ⎣ ⎦
G G G

 (4А.18)

Уравнение (4А.16) требуется для достижения целевой дискретизации и по-
лучается путем вычитания уравнения (4А.13) из (4А.6) с использованием

( ) ( ) ( )1 2 1 .
2

n nu u u u u u+ ∗⎡ ⎤⊗ = ⊗ρ ⎣ ρ ⊗ ⎦ρ +G G G G G G
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Кроме того, уравнение (4А.17) получается путем вычитания уравнения 
(4А.12) из (4А.5), а уравнение (4А.18) получается вычитанием уравнения 
(4А.14) из (4А.7).

Решение уравнений (4А.16)—(4А.18) осуществляется в несколько этапов: 
сначала строится уравнение Пуассона для давления, которое решается, что-
бы получить давление на новом временно́м слое, затем исправляются зави-
симые переменные с учетом нового давления на новом временно́м слое.

Уравнение Пуассона для давления построено сперва подстановкой уравне-
ния (4А.16) в уравнение (4А.5):

( ) ( ) ( )1 1

2 2
nn n n n nt tu p p t p u∗∗+ +Δ Δ⎡ ⎤− ∇⋅ ∇⋅ −ρ = ρ ρ − − Δ ∇⎢ ⎥⎣

+ ρ
⎦

G G

или после преобразования
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 (4А.19)

Из уравнения состояния (EOS) ( ),p f e= ρ  можно получить

1 ,

f
ep ef f

∂
∂δρ = δ − δ∂ ∂

∂ρ ∂ρ

где δ  только указывает возмущение или изменение в количестве.

Это приводит к простой аппроксимации

 ( ) ( )

**

1 1 **
** **

1 .n n n n n

f
ep p e e

f f
+ +ρ ρ ≈ −

ρ

∂⎛ ⎞
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ρ

 (4А.20)

Уравнение Пуассона для давления в терминах +1n np pδ −ρ =  получено 
подстановкой уравнения (4А.20) в уравнение (4А.19):
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Численное решение этого уравнения с помощью эффективного солвера для 
решения эллиптических дифференциальных уравнений в частных произво-
дных дает новое распределение давления 1np + .

Другие зависимые переменные обновляются или корректируются с нового 
временно ́го слоя давлениями в следующем порядке:

Импульс:
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2
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 (4А.22)

Масса:
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Полная энергия:
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4A.4. Сжимаемые и несжимаемые пределы

Цель заключается в выявлении и изучении разных сжимаемых предельных 
форм алгоритма PCICE. Поделив уравнение Пуассона для давления (4А.21) 
на tΔ , заметим, что изоэнтропическая скорость звука c  задается в виде
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,

преобразуем давление уравнение Пуассона к виду
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Если уравнение (4A.26) умножается на характерную длину l  и характерное 
время cτ :
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 (4А.27)

то характерное время cτ  аппроксимирует время, которое требуется аку-
стической волне, распространяющейся со скоростью c∗∗  на расстояние l , 
характеризующей часть решения в интересующей нас области и влияющей 
на изменения решения.

Таким образом, если рассматривается случай, в котором c tτ Δ� , влияние 
физических акустических волн на решение незначительно.

Кроме того, характерное время 
1

u u
τ = G  может быть определено как время, 

которое приблизительно равно времени, необходимому для решения ад-
векции на расстояние l .
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4A.4.1. Почти несжимаемый предел

В почти несжимаемом пределе c utτ Δ τ� �  или c t l∗Δ � , что означает, 

что 0c

t
τ

→
Δ

 и уравнение Пуассона для давления (4А.27) сводится к виду

 ( ) ( )2 1 22 .nn np u u p
t

∗∗+ ⎡ ⎤∇ = ∇⋅ − ∇⎣ ⎦ρ + ρ
Δ

G G
 (4А.28)

Очевидно, почти несжимаемый предел также означает * 1
u u t

lc
Δ

<�
G G

, или 
число Маха 1M � .

4A.4.2. Строго несжимаемый предел

Подставляя градиент из уравнения состояния
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 (4А.29)

в расширение третьего члена в правой части уравнения (4А.27), имеем
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 (4А.30)

В строго несжимаемом пределе c 0τ → , 0n
cτ →  (поскольку скорости звука 

бесконечны), тогда уравнение (4А.30) принимает вид
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и уравнение Пуассона для давления (4А.27) сводится к

 2 n+1 ** ** 22 ( ) ( ) .n n np u u p
t

⎡ ⎤∇ = ∇⋅ + ∇⋅ − ∇⎣ ⎦Δ
ρ ρG G

 (4А.32)

Отметим: c 0τ → , 0n
cτ →  физически означает, что представляющий инте-

рес характерный масштаб длины l  очень мал по сравнению со скоростью 
звука в отличие от рассматриваемого несжимаемого потока, обладающего 
бесконечной скоростью звука. Если 0nu∇⋅ =G

, уравнение (4А.32) можно 
сравнить непосредственно с соответствующим традиционным MAC-типа 
уравнением Пуассона для давления [12] без конвективных членов

 
**

2 1 .
n

n up
t

+ ∇ ⋅
∇ =

Δ
ρ G

 (4А.33)

В этих двух уравнениях поле давления будет вычисляться в соответствии 
с требованиями для несжимаемого течения, в котором поле скоростей не-
дивергентное.

Это означает, что имеем плотность, частично обновленную по времени, как 
в уравнении (4А.32), вместо того, чтобы использовать плотность с предыду-
щего слоя, как в уравнении MAC-типа (4А.33). Кроме того, уравнение Пуас-
сона (4А.28) в почти несжимаемом пределе позволяет дополнительно учи-
тывать значительные градиенты давления, что может быть важно, например, 
при моделировании естественно-конвективных течений.

Если для строго несжимаемого подхода в примитивных переменных при-
меняется приближение Буссинеска, то единственный способ учесть силы 
плавучести в уравнении Пуассона для давления — через термин диверген-
ции скорости в уравнении (4А.32).

При этом сила плавучести получается из уравнения предиктор-корректора 
для импульса. В отличие от слабо несжимаемого предела воздействием 
градиента плотности в уравнении Пуассона (4А.28) можно пренебречь.
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4A.4.3. Полностью сжимаемый предел

На другом конце спектра для полностью сжимаемых течений ( u c tτ > τ Δ�  
или c t l∗∗Δ � ) уравнение Пуассона для давления (4А.27) можно перепи-
сать в виде
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Комбинация дробного шага 1 с уравнением давления (4А.34) и уравне-
ниями коррекции (4А.22)—(4А.25) представляет собой явный алгоритм 
предиктор-корректор для полностью сжимаемых течений.

4A.5. Примеры

Приведем здесь три примера моделирования, вычисленные с помощью ме-
тода PCICE-FEM в двумерном пространстве по одному для каждого из трех 
предельных рассмотренных выше классов (режимов): строго несжимаемо-
го, почти несжимаемого и полностью сжимаемого.

Для строго несжимаемого режима используем термически управляемый 
поток в квадратной полости. Дорожка Кармана за цилиндром будет ис-
пользоваться в качестве примера, иллюстрирующего почти несжимаемый 
режим. Для полностью сжимаемого режима моделируем интенсивный сфе-
рический взрыв, иногда называемый взрывной волной Седова.

4A.5.1. Пример строгой несжимаемости

Рассматривается естественная конвекция в вертикальной квадратной об-
ласти в постановке [13]: две адиабатические твердые горизонтальные 
стенки с условиями прилипания и две вертикальные изотермические стен-
ки с условиями прилипания с температурой 606 К на левой стене и 594 К 
на правой стенке. На рис. 4A.1 показаны изолинии числа Маха вместе 
с функциями тока для числа Релея 6Ra 10= . Это согласуется с результа-
тами, опубликованными в [13], а также с данными, полученными в пред-
положении строго несжимаемого приближения Буссинеска. Заметим, что 
если изменить температуру, например 960 К и 240 К, сохраняя значение 
числа Релея  (таким образом, вязкость должна быть повышена), тепловой 
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поток будет значительно выше и градиенты плотности будут играть более 
доминирующую роль. Поток будет находиться в пределах примерно несжи-
маемого режима, и результаты не будут в согласии с результатами, получен-
ными в предположении несжимаемости в приближении Буссинеска. Этот 
случай также показан в [13].

Рис. 4A.1. Термически управляемая полость: число Релея 6Ra 10= , 
разница температур на стенке — 12 К

4A.5.2. Пример почти несжимаемости

Общей тестовой проблемой для переходных алгоритмов, использующих 
несжимаемые уравнения Навье — Стокса, является поперечное обтекание 
цилиндра при низком числе Рейнольдса. За числом Рейнольдса, равном 40, 
решение становится неустойчивым, и происходит периодический сброс 
вихрей, известный как вихревая дорожка Кармана. Эти вихри являются ла-
минарными для чисел Рейнольдса примерно до 5000. Здесь мы используем 
сжимаемую всескоростную формулировку PCICE-FEM со свободной скоро-
стью потока, эквивалентной числу Маха M 0,05= . Для температуры сво-
бодного потока 300 К и давления свободного потока 101 325 Па скорость 
свободного потока составляет 17,36 м/с. На верхней и нижней стенках 
устанавливаются условия свободного скольжения. На рис. 4A.2 показано 
мгновенное вычисленное распределение числа Маха. Соответствующее 
мгновенное вычисленное распределение температуры на тот же момент по-
казано на рис. 4A.3.
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Рис. 4A.2. Вихревая дорожка Кармана. Решение в виде числа Маха, время — 4,0 с

Рис. 4A.3. Вихревая дорожка Кармана. 
Решение в виде поля температур, время — 4,0 с

4A.5.3. Пример полной сжимаемости

Проблема взрывной волны Седова [14] характеризуется интенсивным то-
чечным взрывом в однородном идеальном газе, изначально покоящемся, 
с незначительным начальным давлением и конечной начальной плотностью. 
Эти результаты моделирования PCICE-FEM методом, полученные с начальны-
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ми условиями [15], сравниваются с аналитическим решением Седова. Полу-
сферическая область радиусом 100 м представлена четвертью круговой об-
ласти, интегрированной вокруг оси симметрии (оси х). По оценкам энергия 
взрыва при испытании «Тринити» в июле 1945 г. составляла 137,19 10 Дж⋅  . 
Чтобы аппроксимировать этот взрыв, 133,595 10 Дж⋅  (половина энергии 
взрыва для одной половины шара) мгновенно вкладываются в конечный 
элемент с элементным расстоянием менее 4,5 м от начала координат. Оста-
ток области находится при атмосферных условиях, где первоначально уста-
новлены давление 109, 41831 10 Па⋅  и температура 82,62497 10 К⋅ . Это 
падение давления от 941,831 до 1 Па на первом шаге по времени. Аналити-
ческое решение Седова для этой энергии взрыва мгновенно вкладывается 
в начало координат с начальной плотностью 31, 25 /кг мρ = , что приводит 
к ударной волне на расстоянии 84,57 м от начала координат спустя 8,0·10–3 с 
после начала взрыва. На рис. 4A.4 показано вычисленное распределение 
плотности ( )0ρ ρ  в это время, на рис. 4A.5  — сравнение этой плотности 
и давления с аналитическими решениями Седова вдоль оси координат.

Рис. 4A.4. Расчетная плотность массы для взрывной волны Седова, 
время — 8,0·10–3 с
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Рис. 4A.5. Расчетная плотность и давление для взрывной волны Седова, 
сравнение с аналитикой, время — 8,0·10–3 с

4A.6. Выводы

Метод PCICE был сведен к варианту традиционного метода МАС-типа для 
строго несжимаемых потоков. Тем не менее большинство однофазных по-
токов, представляющих практический интерес в ядерно-энергетических си-
стемах, не попадает в этот узко ограниченный класс. Скорее они могут быть 
классифицированы как почти несжимаемые или полностью сжимаемые. Для 
почти несжимаемых течений (например, в естественно-конвективных пото-
ках, где тепловой поток является существенным) предположение о строго 
несжимаемом потоке в сочетании с приближением Буссинеска физически 
некорректно.

В отличие от большинства других основанных на давлении методов, кото-
рые утверждают допустимость эффекта сжимаемости, метод PCICE форму-
лируется в консервативной форме, так что сверхзвуковые потоки и потоки, 
содержащие сильные ударные волны, легко можно считать. Был показан 
способ аппроксимации в консервативной постановке метода PCICE в пере-
менных плотности для полностью сжимаемых течений.

Поскольку метод автоматически трактует непрерывный переход или контину-
ум сжимаемости, можно обрабатывать смешанные потоки с низкой скоростью 
(и даже несжимаемые) в одной области и с высокой скоростью или ударными 
волнами в другой.
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и фазовых переходов

5.1. Введение
Данный раздел посвящен модели диффузионного интерфейса, позволяю-
щей моделировать, например, явления роста парового пузыря вследствие 
фазового перехода. Модель учитывает сжимаемость фаз, эффекты поверх-
ностного натяжения и фазовые переходы.

Консервативная часть многофазной модели получена с использованием 
принципа стационарного действия Гамильтона. Затем вводятся диссипа-
тивные слагаемые, которые согласуются с неравенством энтропии (см. [4; 
5]). Модель обобщает капиллярную модель [10] с введением релаксаци-
онных слагаемых тепло- и массообмена для описания фазового перехода. 
Введение релаксационных слагаемых приведено в [15].

Обычно используется несколько основных классов методов для описания 
интерфейсов, разделяющих жидкости. Одни методы рассматривают интер-
фейсы как резкие разрывы, другие — как диффузионные области, среди 
которых: лагранжев подход [3; 7], методы набора уровней [9; 17], методы 
отслеживания границы [6] и граничные интегральные методы [8].

Исследование диффузионных интерфейсов в сжимаемой жидкости, как 
правило, основано на теории второго градиента (еще называемой в лите-
ратуре теорией жидкостей типа Кортевега). Эта теория хорошо работает 
в непосредственной близости от термодинамической критической точки 
(в окрестности этой точки), где нет разницы между жидкостью и ее паром. 
Плотность жидкости рассматривается в качестве параметра порядка, а вну-
тренняя энергия жидкости является функцией плотности и градиента плот-
ности. Значительные усилия в этом направлении сделаны в [1]. Наша цель 
состоит в том, чтобы изучить интерфейсы вдали от термодинамической 
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критической точки, т. е. плотность не может рассматриваться в качестве 
параметра порядка.

5.2. Вариационный принцип
Рассмотрим кинетическое уравнение для резкого интерфейса, заданного 
уравнением ( ), 0t xφ =  и имеющего интерфейсную скорость iu :

 0.t iuφ + ∇φ =  (1)

( ),t xφ  не является непрерывной (функция Хевисайда), но представляет 
гладкую переходную зону. В этом случае должно быть решено следующее 
модифицированное уравнение [2; 11; 12]:

  0,t
D u
Dt

φ
= φ + ∇φ =  (2)

где u является продолжением скорости интерфейса iu  за границы раз-
дела.

Теперь можно объединить уравнение (2) с управляющими уравнениями не-
равновесной сжимаемой смеси. Во-первых, построим бездиссипативную 
равновесную модель с помощью принципа стационарного действия Гамиль-
тона [4; 5]. Рассмотрим лагранжиан, которой представляет собой разницу 
между кинетической и потенциальной энергиями смеси:

 
2

 
2

.mu
L

m

⎛ ⎞
= ρ − ε − ∇φ⎜

λ
⎟

⎝ ⎠
 (3)

Здесь u  — скорость (будем использовать односкоростное описание интер-
фейсов), ρ  — плотность смеси, ε  — удельная внутренняя энергия смеси:

1 1 2 2ρ = α ρ + α ρ , 1 1 2 2y yε = ε + ε .

Объемные доли iα  и массовые доли iy  определяются по формулам

1 2 1α + α = , 1 2 1y y+ = , 
  

 i i
i i iy v

α ρ
= = α ρ

ρ
, 

1 v =
ρ

.
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На каждом этапе проверяется выполнение равенства Гиббса

1 ,i i i i
i

d d p d
⎛ ⎞

θ η = ε + ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

где , , , ,i i i i ipρ ε θ η  — плотности, давления, удельные энергии, температу-
ры и удельные энтропии каждого компонента.

Параметр капиллярности λ  характеризует диффузионный интерфейс. Ин-
терфейс резкий (тонкий), если 1m = , и диффузионный (толстый или раз-
мазанный), если 1 m< < ∞ . Другими словами, если 1m =  и φ  являются 
ступенчатой функцией Хевисайда, то интеграл от ∇φ  по объему, занимае-
мому смесью, является общей площадью поверхности раздела фаз, а по-
стоянная λ  есть поверхностное натяжение. В случае 1 m< < ∞  отдельная 

интерпретация интеграла 
m∇φ  и параметра λ  менее очевидна. Только 

комбинация 
m

m
λ

∇φ  имеет смысл, это объемная капиллярная энергия. Рас-

смотрим принцип действия Гамильтона, задаваемый выражением

 
2

1

.
t

t D

a Ldt dD= ∫∫  (4)

Принцип Гамильтона означает, что траектории частиц являются стационар-
ными кривыми (4) со следующими ограничениями:

 ( )div 0, t uρ + ρ =  0,
ti iuη + ∇η =  0, ty u y+ ∇ =  0.t uφ + ∇φ =  (5)

Теперь получим определяющие уравнения путем вычисления первой вари-
ации действий, представленных ограничениями Гамильтона (5). Вариации 
неизвестных переменных в эйлеровых координатах и в терминах виртуаль-
ных перемещений xδ  определены в [4] следующим образом:

 ( )div ,xδρ = − ρδ  ,i i xδη = −∇η δ  2 2 ,y y xδ = −∇ δ

 ,D x uu x
Dt x
δ ∂

δ = − δ
∂

 .xδφ = −∇φδ  

(6)

В частности, по определению δφ  подразумевает: 
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( ) ( ) 
,

∇φ⋅∇ δ φ
δ ∇φ =

∇φ

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

 div  

div  div  div .

m
m m

m m m

m

x

− −

− − −

⎛ ⎞∇φ
δ = ∇φ ∇φ∇ δφ = δφ ∇φ ∇φ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

− ∇φ ∇φ δφ = δφ ∇φ ∇φ + ∇φ ∇φ ∇φδ

Но

( ) ( )2 2

2 2

div div

div .

m m

m
m m I

m

− −

− −′′

∇φ ∇φ ∇φ = ∇φ ∇φ ⊗ ∇φ −

⎛ ⎞∇φ
− ∇φ φ ∇φ = ∇φ ∇φ ⊗ ∇φ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

Однако

 

( )2

2

div  

div .

m
m

m
m

m

I x
m

−

−

⎛ ⎞∇φ
δ = δ φ ∇φ ∇φ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞∇φ
+ ∇φ ∇φ ⊗ ∇φ − δ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (7)

С помощью (6) можем представить (4) как линейный функционал виртуаль-
ного объема xδ :

( )
2 2

div .
2 2

u u d x uL u u E x u x E
dt x
δ ∂⎛ ⎞δ = δρ + ρ δ − δ = − ρδ + ρ − δ − δ⎜ ⎟⎝ ⎠∂

Это означает:

 
( )

( )

2

div
2

div .

u
L u x u u I x

t

u x u u x E
t

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
δ = ρ δ + ρ ⊗ − ρ δ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∂ρ
− δ − ρ ⊗ δ − δ

∂

 (8)
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Изменение лагранжиана (8) содержит также изменение объемной энергии 
Eδ , которая еще не оценивалась.

.mE
m
λ

= ρε + ∇φ

Термодинамическая энергия объема проверяется на подлинность:

( ) ( ) ( )
2

2 1 2 2 1 2
1

,i i i
i

d hd h h dy p p d y d
=

ρε = ρ + ρ − − − θα + ρ η∑

где

1 1 2 2 .,, i
i i

i

p
h p p p hp

= ε + = α + = ε +
ρ ρ

α

Это тождество можно записать в виде

 ( ) ( )
2

2 1 2 2 1 2
1

.i i i
i

dh d h h dy p p d y d
=

ρ = ρ + − − − α θ+ ρ η∑  (9)

Наконец, изменение энергии E  задается так:

( ) ( )
2

2 1 2 2 1 2
1

.
m

i i i
i

E h h h y p p y d
m=

θ
⎛ ⎞∇φ

δ = δρ + ρ − − − δα + ρ η + λδ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

Поскольку 2δα  меняется независимо (это не связано с виртуальным пере-
мещением xδ ), оно имеет равновесное условие

 2 1 0.p p− =  (10)

Тогда изменение полной внутренней энергии упрощается:

( ) ( )
2

2 1 2
1

div i i i
i

E h x h h y x y x
=

δ = − ρδ − ρ − ∇ +θρ ∇δ − η δ∑
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( ) ( )2 1 2div
m

h x h x h h y x
m

⎛ ⎞∇φ
+λδ = − ρδ + ρ∇ δ − ρ − ∇ δ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

1

.
m

i i i
i

y x
m=

⎛ ⎞∇φ
−ρ η δ + λδ ⎜ ⎟

⎝
∇

⎠
θ∑

Используя (9), получим

( )div
m

E h x p x
m

⎛ ⎞∇φ
δ = − ρδ + ∇ δ + λδ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )( )2div mh x x−= − ρδ + λ ∇φ ∇φ ∇φδ +

2div .
m

mp x I x
m

−⎛ ⎞∇φ
+∇ δ + λ ∇φ ∇φ ⊗ ∇φ − δ⎜ ⎟

⎝ ⎠

Наконец, с учетом (7) вариация Лагранжа будет следующей:

uL
t

∂ρ⎡δ = − +⎢ ∂⎣

2div
m

mu u pI I x
m

−
⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∇φ ⎥+ ρ ⊗ + + λ ∇φ ∇φ ⊗ ∇φ − δ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦

( )u x
t

∂
+ ρ δ +

∂

( )
2

2div .
2

mu
u u I x h x x−

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ ρ ⊗ − ρ δ + ρδ + λ ∇φ ∇φ ∇φδ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

Слагаемые ( )u x
t

∂
ρ δ

∂
 и
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( )
2

2div
2

mu
u u I x h x x−

⎛ ⎞⎛ ⎞
ρ ⊗ − ρ δ + ρδ + λ ∇φ ∇φ ∇φδ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

линейны по отношению к xδ  и, следовательно, исчезают после применения 
теоремы Гаусса — Остроградского или интегрирования по времени, потому 
что 0

D
x

∂
δ =  и 

1 2
0

t t t t
x x

= =
δ = δ = .

Для выполнения условия 0Lδ =  для любого xδ  уравнение импульса долж-
но быть проверено:

 ( )div 0u u u T
t

∂ρ
+ ρ ⊗ − =

∂
 (11)

со следующим симметричным тензором напряжений:

 
2 ,

m
mT pI I

m
−⎛ ⎞∇φ

= − − λ ∇φ ∇φ ⊗ ∇φ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 1 1 2 2 1 2 .p p p p pα =+ == α  (12)

T  может быть представлено в следующей эквивалентной форме:

1 .m m mmT p w I PI
m
−⎛ ⎞= − + λ + λ ∇φ ∏ = − + ∇φ ∏⎜ ⎟⎝ ⎠

Введем полное давление

 
1 mmP p w

m
−

= + λ  (13)

и оператор проекции на поверхности constφ =  в нормальном направле-
нии

 2, . I ∇φ ∇φ
∏ = − ⊗ ∏ = ∏

∇φ ∇φ
 (14)

В случае резких границ ( 1)m =  тензор напряжений имеет вид

, .T pI I ∇φ ∇φ
= − + λ ∇φ ∏ ∏ = − ⊗

∇φ ∇φ
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Неконсервативную форму уравнения движения можно получить, используя 
выражение

( ) ,
Tw w w w

x w x w
φ ∇φ ∂ ∂⎛ ⎞∇ ∇φ = = = ⎜ ⎟⎝

′
⎠∇φ ∂ ∂

′

потому что

0.
Tw w

x x
∂ ∂⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎝ ∂

=
⎠∂

Тогда будем иметь

( )div div mT P P= −∇ + λ ∇φ ∏ = −∇ +

( )1 2div 1m m mI P m− −⎛ ⎞∇φ
+λ ∇φ − ∇φ ⊗ ∇φ = −∇ + λ − ∇φ φ ∇φ −⎜ ⎟ ′′

∇φ⎝ ⎠

( )1 2div 1m mP m− −⎛ ⎞∇φ
−λ ∇φ ∇φ = −∇ + λ − ∇φ ′φ ∇φ −⎜ ⎠

′⎟∇φ⎝

( ) ( )( )1 2div 1m mm− − ∇ ∇φ ∇φ⎛ ⎞∇φ
−λ ∇φ ∇φ − λ − ∇φ ∇φ =⎜ ⎟∇φ ∇φ⎝ ⎠

1 divmP − ⎛ ⎞∇φ
= −∇ − λ ∇φ ∇φ +⎜ ⎟∇φ⎝ ⎠

( ) ( )( )21 mm −
⎛ ⎞∇ ∇φ ∇φ
⎜ ⎟+λ − ∇φ φ ∇φ − ∇φ =

∇φ⎜⎝ ⎠
′

⎟
′

1 divmP − ⎛ ⎞∇φ
= −∇ − λ ∇φ ∇φ +⎜ ⎟∇φ⎝ ⎠

( ) ( )( )2
21 mm −

⎛ ⎞φ ∇φ ∇φ
+λ − ∇φ φ ∇φ − ∇φ =⎜ ⎟⎜ ⎟∇φ⎝

′

⎠

′
′′
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1 divmP − ⎛ ⎞∇φ
= −∇ − λ ∇φ ∇φ +⎜ ⎟∇φ⎝ ⎠

( ) 21 mm I− ⎛ ⎞∇φ ∇φ
+λ − ∇φ − ⊗ φ ∇φ =⎜ ⎟∇ ⎠

′′
∇φ φ⎝

( )1 2div 1 .m mP m− −⎛ ⎞∇φ
= −∇ − λ ∇φ ∇φ + λ − ∏∇φ φ ∇φ⎜ ⎟ ′′

∇φ⎝ ⎠

Еще одна полезная форма записи уравнения импульса выглядит следую-
щим образом:

( )

( ) ( )

1

2

div div

1 div .

m

m m

u wu u PI w w
t w

wm w w
x

−

−

⎛ ⎞∂ρ
+ ρ ⊗ + = −λ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∂
+λ − ∏ ≡ λ ∇φ ∏

∂

Консервативной формой уравнения энергии, следующей из уравнения эн-
тропии, является выражение вида

 
2 2

div 0,
2 2

t

u u
E u E Tu

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ + ρ + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎠⎝ ⎠

+
⎝

 .mE
m
λ

= ρε + ∇φ  (15)

Еще одной полезной формой записи уравнения энергии является следую-
щее выражение:

2 2

div
2 2

t

u u
E u E Pu

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ + + ρ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

( )div .m m uu tr
x

λ ∏ ∏
∂⎛ ⎞= ∇φ + λ ∇φ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂

Принимая во внимание изоэнтропическое характер движения, условие рав-
новесия (10) можно переписать в виде
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2 2
2 2 2 1 1

2 2
1 1 2 2

1 2

div 0, .
D c c

K u K
Dt c c
α −ρ ρ

+ = =
ρ ρ
α α

+

Здесь 2
ic  — скорость звука каждой компоненты:

( )2

const

,
.

i

i i i
i

i

p
c

η =

∂ η
=

∂ρ
ρ

Система уравнений сжимаемой жидкости с капиллярными эффектами име-
ет следующий вид:

( )

( )

2 2

div 0,
 0,

 0,

div 0, ,

t

t

t

m

u
y u y

u

u u u T T PI I
t

+ ρ =
+ ∇ =

φ + ∇φ =

⎛ ⎞∂ ∇φ ∇φ
+ ⊗ − =

ρ

ρ
ρ = − + λ ∇φ − ⊗⎜ ⎟∂ ∇φ ∇φ⎝ ⎠

2 2
2 2 1 1

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

div 0, ,

 0.

t

it i

c c
u K u K

c c

u

− ρ
α + ∇α + = =

ρ ρ
ρ

+

η
α α

+ ∇η =

и к ней добавляется уравнение энергии в виде

2 2

div 0,
2

.
2

m

t

u u
E u E Tu E

m

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ + ρ + − = = ρε + ∇φ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

λ

⎝
+

⎠⎝ ⎠

Начальные условия для ∇φ  могут быть взяты такими же, как и для 2y∇ , 
параметр порядка φ  можно отождествить с массовой долей.

Если введем

,w = ∇φ

то, взяв градиент уравнения переноса для φ , сможем записать его в виде
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( ) 0.tw wu+ ∇ =

Это означает, что уравнение для φ  может быть исключено и заменено сле-
дующим набором уравнений:

( ) ( )0, rot 0.tw wu w+ ∇ = =

Альтернативная формулировка равновесной модели, описывающей диффу-
зионные интерфейсы:

 

( )
( ) ( )

( )

1

2 2
2 2 1 1

2 2 2 2
1 1 2 2

2 2

2

div 0,

0, rot 0,

div 0,

,

div 0, ,

0,

 0   

,

.  

t

t

t

t

m

it i

u

w wu w
u u u T
t

w wT PI w I
w w

c c
u K u K

c c

y u y

u

+ ρ =

+ ∇ = =
∂

+ ⊗ − =
∂

= − + λ − ⊗

− ρ
α + ∇α + = =

ρ
+

+ ∇ =

+ ∇η

ρ

ρ
ρ

∏ ∏ =

ρ
ρ

α

=

α

η

 (16)

Это модель допускает использовать то же самое  уравнение энергии:

2 2

div 0,
2

.
2

m

t

u u
E u E Tu E

m

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ + ρ + − = = ρε + ∇φ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

λ

⎝
+

⎠⎝ ⎠

Данная модель является обобщением модели из [10], в которой объемная 
доля была взята в качестве параметра порядка, здесь же параметром по-
рядка является массовая фракция.

5.3. Гиперболичность равновесной модели 
диффузионного интерфейса
Цель настоящего раздела состоит в исследовании гиперболичности модели 
(16). Рассмотрим одномерный случай, когда ограничение ( )rot 0w =  про-
веряется автоматически. В одномерном случае модель имеет вид



176

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

 

( )2 2

2 2
2 2 2 1 1

2 2
1 1 2 2

1 2

0 , 0, 0, 0,

0, ,

1 0.

x it ix t x t x

x

m

x

D u u y uy w uw
Dt
D c c

Ku K
Dt c c

Du mp w
Dt m

+ = + = + = + =

α − ρ
+ = =

ρ

ρ
ρ η η

ρ
ρ

α
+

−⎛ ⎞+ + λ =⎜ ⎟ρ
⎠

α

⎝

 (17)

Систему (17) можно переписать в терминах переменных 2, ,  , , xu y wρ η  и p .

Действительно, имеем

( ) ( ) 2 2
1 1 2 2 2 1 2 2 2

2

y
dp d p p p p d c d

⎛ ⎞
= α + α = − α + α +⎜ ⎟α⎝ ⎠

ρ

2 21 1 2
1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

y p p
c d d d y c d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+α + + = α +⎜ ⎟ ⎜ ⎟α ∂ ∂ α

ρ ρ
η η

η⎝ ⎠ ⎝ ⎠η

( )
2 2

2 2 2 1 1 2 2
1 1 1 2 2 1 1 2

1 1 2

y c y c
y c d y c y c d d

⎛ ⎞⎛ ⎞
+α = + + − α =⎜ ⎟⎜ ⎟α α α⎝

ρ
⎠

ρ
⎠ ⎝

ρ
ρ

( )
2 2

2 2 1 1 2 2
2 2 1 1 2

1 2

,
y c y c

y c y c d d
⎛ ⎞

= + + − α⎜ ⎟α⎝ ⎠
ρ

α
ρ ρ

ρ

но

 
2 2

2 2 2 1 1
2 2

1 1 2 2

1 2

0, .
D c cK D K
Dt Dt c c
α − ρρ

− = =
ρ
ρ ρ

+
ρ

α α

 (18)

Учитывая (18), окончательно получим:

2 ,wdp c d= ρ

где скорость звука Вуда wc  определяется из соотношения
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1 2
2 2 2

1 1 2 2

1 .
wc c c

α α
ρ

= +
ρ ρ

Одномерная система имеет вид

 

( )

2

1

2 2

2 2

0,
1 sgn 0,

0,
0,

0,
 0, 1, 2.    

t x w x

mx
t x x

t x x

t x x

x

i ix

t

t

p up c u
p mu uu w w w

m
w uw u

u Ku
y uy

u

w

i

−

+ + =
−

+ + + λ =

+ =
ρ

+

η

α + α + =
+ =
+ η = =

 (19)

Если ввести вектор неизвестных

( )2 2 1 2, , , , , , ,TU p u w y= η ηα

то можно записать (19) в сжатой форме:

0t xU AU+ =

с матрицей

( )
2

1

0 0 0 0 0
1 0 0 0 01 / sgn( )
0 0 0 0 0
0 0 0 0 .0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

w
m

u c
m w wu

w u
A uK

u
u

u

−

⎛ ⎞ρ
⎜ ⎟⎡ ⎤ρ λ − ρ⎜ ⎟⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Собственными значениями матрицы A  являются:

1,2,3,4,5 ,uμ =
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2
6,7

1 .m
W

mu c w−
= ± +

ρ
λμ

Можно показать, что существует ровно семь независимых собственных век-
торов для A . Таким образом, система является гиперболической.

5.4. Отношения скачка на разрыве

Система законов сохранения для неизвестных ( )2 1 2, ,, , , ,y u pwρ ∇φ η η=  
может быть переписана в виде

( ) ( ) ( )2 2div 0, div 0,t t
u y y uρ + ρ = ρ + ρ =

( ) 0,tw wu+ ∇ =

rot 0,w =

( ) ( )div 0, ,mu
u u T T PI w

t
∂ ρ

+ ρ ⊗ − = = − λ
∂

∏+

2 2

div 0,
2

.
2

m

t

u u
E u E Tu E

m

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ + + ρ + − = = ρε + ∇φ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

λ

⎝ ⎠⎝ ⎠

Объемная доля и энтропии связаны посредством выражения

( )( )2 2 2
1 1 2 2

1 1
, , .

c y
p p p

⎛ ⎞− α − ⎛ ⎞
η = η =⎜ ⎟ ⎜⎝ ρ ⎟⎠⎠

α
⎝ ρ

Отсюда следует, что на разрывах с нормальным вектором n  и касательными 
векторами τ , распространяющихся с нормальной скоростью nD , имеем

 

( )
( )

[ ] ( )
( )

( )

2

2

0,

0,

0, 0, 

0,

0.
2

n

n

n

n

n

un D

y un D

w wu n D w

un D Tn

u
un D

u

E nTu

ρ

ρ

ρ

⎡ ⎤− =⎣ ⎦
⎡ ⎤− =⎣ ⎦

⎡ ⎤τ = − =⎣ ⎦
⎡ ⎤− − =⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥− ρ + − =⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (20)
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Мы различаем два типа разрывов: контактные разрывы (или интерфейсы), 
где 0nun D− = , и ударные волны, где 0nun D− ≠ . Кроме того, в дальней-
шем всегда будем рассматривать упрощенный случай, когда направление 
вектора нормали к разрыву совпадает с вектором w :

.wn
w

=

В частности,

( )0, .w w wn nτ = =

Мы называем эти разрывы однородными в тангенциальном направлении.

5.4.1. Контактные разрывы

Рассмотрим сначала интерфейсы с 0nun D− = . 

Первое соотношение [ ] 0wτ =  и второе соотношение ( ) 0 nwu n D w⎡ ⎤− =⎣ ⎦
проверяются автоматически.

Действительно,

 ( ) ( )( ) ( )( ) 0.n nwu D wn w un n u D wn w u⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = + τ τ − = τ τ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦  (21)

На поверхности контакта может быть разрыв 2y  и wn . Уравнение импуль-
сов на контактном разрыве дает

[ ] ( )( ) [ ]2 0.m mTn Pn w w wn w n P n−⎡ ⎤− = + λ − = =⎢ ⎥⎣ ⎦

Уравнение энергии дает отношение, которое выполняется автоматически:

[ ] [ ] ( )( )( )2m mnTu uTn u Pn w w wn w n−⎡ ⎤− = − = + λ − =⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) 0.un P⎡ ⎤= =⎣ ⎦

Наконец, отношения на контактном разрыве

 [ ] [ ]0, 0, 0.w un Pτ = = =  (22)
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Тем не менее априори

[ ] [ ]2 0, 0, 0.y u wn≠ τ ≠ ≠⎡ ⎤⎣ ⎦

5.4.2. Компрессионные разрывы (разрывы сжатия)

Рассмотрим отношения Ренкина — Гюгонио для ударных волн, где 
0nun D− ≠  при условии 0wτ =

Закон сохранения массы предполагает:

( )
2

0,

0.
nun D

y

⎡ ⎤− =⎣ ⎦
=⎡ ⎤⎣ ⎦

ρ

Те же представления n  могут быть приняты:

.wn
w

=

Тогда уравнение импульса эквивалентно

( ) 0.nu un D Pn⎡ ⎤ρ − + =⎣ ⎦

Это дает два соотношения

2( ) 0, [ ] 0.nun D P u⎡ ⎤ρ − + = τ =⎣ ⎦

Тогда уравнение для w

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .

n n

n n

wu D wn w un n u D wn

wn
wn un D w u un D

⎡ ⎤− = + τ τ − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤= − + τ τ = ρ −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ρ

Предположим, что

( )
0

wn⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦ρ
 или 0.

w⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦ρ



181

Глава 5. Математические модели для DNS сжимаемых течений   
в присутствии капиллярных эффектов и фазовых переходов

Наконец, уравнение энергии

( )
2

0
2n

u
un D E nTu

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥− ρ + + =⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

может быть преобразовано в

( )2

2
/1 m nun D

E p w
m

m⎡ ⎤−⎛ ⎞⎢ ⎥+ + ρ + =⎜ ⎟⎝ ⎠⎢
−

⎦
λ

⎥⎣

( )2

0,nun DE P
ρ ρ ρ

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= + + =
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 .,m mE P mp w
m m
λ −

λ= ρε + ∇φ = +

Подводя итог, отметим, что ударные отношения в случае 0wτ =  суть

 

( )

[ ] ( )

( )
( )

2

2

2

0, 0,

0, 0, 

0,

0.

n

n

n

un D y

wn
u

un D P

un DE P

ρ

ρ

ρ

⎡ ⎤− = =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤

τ = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤− + =⎣ ⎦
⎡ ⎤−
⎢ ⎥+ + =
⎢ ⎥⎣ ⎦ρ ρ ρ

 (23)

Введем поток массы через ударную поверхность (поверхность ударной вол-
ны)

( ).nq un D−ρ=

Пусть индекс «
0
» означает состояние перед фронтом. Тогда получим обоб-

щенное уравнение линии Рэлея

( )2
0 0 0P P q v v− + − =
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и обобщенное уравнение кривой Гюгонио

( )( )0
0 0

0

1 0
2

EE P P v v− + + −
ρ

=
ρ

или, что то же самое,

( )( )0
0 0 0 0

1 0.
2

mm vv w w P P v v
m m

λλ
ε + − ε − + + − =

Случай резких границ ( )1 .m =
Как следует из (13), в случае резких границ соотношение Ренкина — Гюго-
нио для ударных волн таково:

( )2
0 0 0,  p p q v v− + − =

( )( )0 0 0
1 0,
2

p p v vε − ε + + − =

потому что

0 0 0 0,  .P p v w v wn v w n v w= = = =

Общий случай ( )1 .m >
В общем случае имеем следующие выражения:

( )2
0 0 0,P P q v v− + − =

0
0

1 ,1
m

mmm mP p w w
m m

p
⎛ ⎞− − ρ

= + λ λ ⎜ ⎟= +
ρ⎝ ⎠

и обобщенное уравнение кривой Гюгонио имеет вид

( )( )0
0 0 0

0 0

1 0.
2

m mw v
P P v v

m

⎛ ⎞λ ⎛ ⎞ρ ρ
ε − ε + − + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠
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В обоих случаях необходимо еще одно соотношение, чтобы определить 
объемную фракцию после ударной волны.

5.4.3. Принцип аддитивности

Как упоминалось выше, есть еще одно соотношение для определения скач-
ка объемной фракции. Эта проблема хорошо известна в механике гетеро-
генной смеси, и ее решение дается через «принцип аддитивности», который 
был реализован в основном российскими экспериментаторами Альтшуле-
ром, Дреминым и Карпухиным (см. [14], где этот принцип обсуждается 
и предлагается его обоснование). Этот принцип гласит, что в многофазном 
фронте ударной волны (который на самом деле дисперсный) каждый ма-
териал имеет свой собственный Гюгонио. Этот принцип был проверен экс-
периментально на большом масштабе давлений и плотностей. Обобщим 
принцип аддитивности в рассматриваемом случае:

 

( )( )

0
0

0 0

0 0
1 0, 1, 2.
2

m m
i

i i

i i

w v
m

P P v v i

⎛ ⎞λ ⎛ ⎞ρ ρ
ε − ε + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ + − = =

 (24)

Суммируя (24), умноженное на iy , получаем сохранение полной энергии. 
В  случае резких границ (m=1) это в точности соответствует классическому 
принципу аддитивности (см. [14]).

Если взять компоненты внутренней энергии в виде

( ) 0
0

1, , ,
m

m
i i i i i

mv p v P w
m

⎛ ⎞⎛ ⎞− ρ
ε = ε = ε − λ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

можно найти неявно из (24)

( ), .i iv v P v=

Тогда можно определить кривую Гюгонио v  в зависимости от P  из неяв-
ного уравнения

( ) ( )1 1 2 2, , .v y v P v y v P v= +
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5.5. Механическая релаксация
Модель механического равновесия имеет ряд недостатков, которые обсуж-
даются в [16]. Основной недостаток связан с тем, что равновесная скорость 
звука не является монотонной функцией по отношению к объемной доле. 
Другой вопрос связан с неконсервативным уравнением объемной доли, что 
вызывает трудности сохранения положительности, когда волны разреже-
ния или сжатия присутствуют на интерфейсах, поэтому предпочтительно 
использовать неравновесную модель давления. Неравновесные модели 
давления кажутся более сложными, но использование стратегии расщепле-
ния операторов упрощает их численное решение.

Соответствующая неравновесная модель имеет вид

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

2 2

2 2

2
2 1

div 0, div 0,

0,
rot 0,

div 0,

1 

,

div 0,
2 2

.

,

t t

t

m m

m

m

t

u y y u

w wu
w
u

u u T
t

mT PI w p w I
m

w ww I
w w

u u
E u E Tu E w

m

D
p p

Dt

+ ρ = ρ + ρ =

+ ∇ =
=

∂ ρ
+ ρ ⊗ − =

∂
−⎛ ⎞= − + λ = − + λ +⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞
+λ − ⊗⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ + + ρ + − = = ρε +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
α

=

ρ

μ −

∏

λ

 (25)

Начальные условия для w  должны быть согласованы с условиями для 2y∇ :

20 0
.

t t
w y

= =
= ∇

Это означает, что для любого момента времени

2 .w y= ∇
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Замыкать систему (25) необходимо дополнительным уравнением энергии 
или энтропии, которое должно быть заранее определено. Заметим, что 
уравнение энергии может быть преобразовано к виду

( ) ( ) ( )( )div divm m

t

D p u w u w
Dt m

λ
+ρ

ε
+ + +

2 0.
m

m w utr w w w I
m x

−
⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂

+λ ⊗ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

Но

( ) ( )( ) 21 div
m

m m m

t

w uw u w tr w w w I
m m x

−
⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂

+ + ⊗ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2 2
T

m m m
t

w uw ww w u w w w w
x x

− − −∂ ∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂

2 0,
T

m
t

w uw ww u w w w
x x

− ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂⎝ ⎠

потому что

0
Tw w

x x
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂

.

Следовательно,

( )div 0,D p u
Dt

ε
ρ + =

но

( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 2 2 .

d y d y d y d p dv y d p dv

y d y d p d y v p d y v

y d y d pdv p p vd

ε = ε + ε = η − + η − =

= η + η − − =

= η + η −

θ θ

θ θ

θ + αθ −
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Таким образом, выражение эквивалентно

 ( ) ( )21 2 2
1 1 2 2 2 1 2 1 0.

D D D
y y p p p p

Dt Dt Dt
η η α⎛ ⎞ρ + = − = μ −⎜ ⎟⎝ ⎠

θ θ ≥  (26)

Уравнения для энтропии каждой компонент могут быть записаны (для про-
извольного ip ) в виде

( )1 1
1 1 1 ,I

D D
y p p

Dt Dt
η α

ρ = −θ  ( )2 2
2 2 2 .I

D D
y p p

Dt Dt
η α

ρ = −θ

Суммируя их, получаем (26). Следующее определение ip  предлагается 
в [13]:

2 1 1 2

1 2

,I
Z p Z p

p
Z Z

+
+

=

где iZ  — акустические импедансы.

Тогда, полагая

( ) ( )1 1 2 2 2 1
1 2

1 2 1 2

, ,I I

Z p p Z p p
p p p p

Z Z Z Z
− −

− = − =
+ +

получим

( )21 1
1 1 1 2

1 2

,
D Z

y p p
Dt Z Z+

θ
η μ

ρ = −

( )22 2
2 2 2 1

1 2

.
D Z

y p p
Dt Z Z+

θ
η μ

ρ = −

Эти два уравнения позволяют достичь замыкания системы (25). При этом 
неравенство энтропии выполняется:

( )21 2 1 2
1 2 2 1

1 2 1 2

0.
D D Z Z

y y p p
Dt Dt Z Z

⎛ ⎞η η μ⎛ ⎞ρ + = + − ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ + ⎝ ⎠θ θ
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Гиперболичность неравновесной модели. Как и в случае равновесной 
модели давления, достаточно изучить одномерный случай.

Система уравнений имеет вид

 

( )

( )

( )

1

2 2 2 1

2 2

0,

1 sgn 0,

0,

0,
 0

,

, 1, 2.

t x

mx
t x x

t x x

t x

x

it i

t

x

p up

p mu uu w w w
m

w uw u

u p p
y uy

u i

w

−

+ =

−
+ + + λ =

+ =
ρ

+

= μα + α −

+ =
+ η = =η

 (27)

Вводя вектор неизвестных

( )2 2 1 2, , , , , ,TV u w yα= ρ η η

и принимая во внимание соотношения

( ) ( )1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 ,y d y d y d p dv y d p dvε + ε = η − −θ+θ

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2 ,x x x xp y c y c p p c c c c y= + ρ + − + ρ − ρ α + −

представим (27) в матричной форме:

0,t xV BV+ =

21 23 24 25

0 0 0 0 0
B B B B 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

u
u
w u

B u
u

u
u

ρ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

( )2 2
21 1 1 2 2B / ,y c y c= + ρ
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( ) 1
23B 1 / sgn( ),mm w w−⎡ ⎤= λ − ρ⎣ ⎦

( )2 2
24 2 1 1 1 2 2B / ,p p c c= − + ρ − ρ ρ

2 2
25 2 1B .c c= −

Система является гиперболической с собственными значениями матрицы 
,B  определяемыми по формулам

1,2,3,4,5 ,uμ =

2
6,7

1 ,m
f

mu c w−
= ± +

ρ
λμ

где 2 2 2
1 1 2 2fc y c y c= +  является замороженной скоростью звука.

Скорость звука характеризует монотонное поведение относительно массы 
и объемной фракции. Это облегчает численное решение [16]. Солвер Рима-
на может быть построен аналогичным способом. Соответствующие ударные 
отношения учитывают сохранение объемной доли.

5.6. Результаты расчетов
Для иллюстрации возможностей метода в трактовке капиллярных течений 
предложены два тестовых случая. Осциллирующая квадратная капля пред-
ставлена, чтобы продемонстрировать влияние поверхностного натяжения. 
Затем представлено взаимодействие между двумя каплями, чтобы показать, 
что метод способен справиться с исчезновением и возникновением интер-
фейса. Фазовый переход не рассматривается. В обоих тестах жидкость на-
ходится под управлением уравнения состояния stiffened газа (загущенного 
газа) с параметрами liq 2,1γ =  и 7

,liq 0 .1 Паp∝ =  Окружающий воздух ре-
гулируется уравнением состояния идеального газа с политропной экспо-
нентой air 1, 4.=γ

5.6.1. Осциллирующие капли

Рассмотрим квадратную каплю жидкости, помещенную в воздухе. Перво-
начально в расчетной области давление устанавливается равным 1 атм. 
Используется сетка 100×100 ячеек. Исходная форма капли приведена на 
рис. 1.
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Рис. 1. Начальное условие для квадратной капли

Под влиянием эффектов поверхностного натяжения при 1000 /Н мλ =  ка-
пля имеет тенденцию к снижению поверхностной энергии, что подразуме-
вает ее колебания до равновесного состояния. На рис. 2 показаны резуль-
таты колебания капли вследствие эффектов поверхностного натяжения 
в разные моменты времени.

В устойчивом состоянии капля имеет практически круглую форму с радиу-
сом 0,11 м при среднем давлении 8600 Па, что находится в согласии с зако-
ном Лапласа, прогнозирующим скачок давления 9090 Па. Ошибка в скачке 
давления не превышает 6%.

5.6.2. Влияние капли

В данном разделе представлено столкновение двух капель жидкости 
(рис. 3а), которые двигаются с относительной скоростью 10 м/с. Коэффи-
циент поверхностного натяжения принимается равным 850 Н/м. Использу-
ется сетка 150×150 ячеек. Две капли сперва сливаются (рис. 3б).

Затем интенсивность воздействия индуцирует фазу расширения (рис. 3в). 
Во время этого расширения капля распадается (рис. 3г), и появляются две 
новых капли (рис. 3д). Затем капли колеблются, чтобы восстановить кру-
глую форму (рис. 3е).

5.6.3. Моделирование фазовых переходов

В данном разделе рассматриваются одновременно два явления — релак-
сация и фазовый переход. На первом шаге происходит релаксация. Когда 
механическое равновесие достигается:
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Рис. 2. Колебание капли из-за эффектов поверхностного натяжения. Результаты 
показаны в моменты t

1
 = 15 мс, t

2 
= 34 мс, t

3
 = 53 мс и t

4
 = 72мс

( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,p p ρη = ηρ

происходит фазовый переход. Первый шаг был описан выше (от релакса-
ции к равновесию), нужно только описать второй шаг.

Возьмем уравнение массы в виде [15]

 
( ) ( )d . ivk k

k k

y Dy
y u

t D
y

t
∂

+ = =
ρ

ρ
∂

ρ �  (28)

Градиент w  получим из уравнения

( ) 0.tw wu+ ∇ =

Начальное условие для w может быть согласовано с тем же для 2y∇  при 

0t = :

 а б

 в г
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Рис. 3. Влияние двух капель, движущихся с относительной скоростью 10 м/с. 
Результаты показаны на моменты времени t

0
 = 0 мс, t

1
 = 21 мс, t

2
 = 52 мс, t

3
 = 98 мс, 

t
4
 = 120 мс и t

5
 = 155 мс

 а б

 в г

 д е

20 0t t
w y

= =
= ∇ .

Однако это не гарантирует, что в течение любого времени

2w y= ∇ .
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Когда слагаемые массопереноса добавляются в уравнение (28), следующим 
шагом необходимо определить перенос объемной доли связанной с этим 
процессом. Слагаемые  определяются на основе анализа произведения 
энтропии в каждой фазе и в смеси. Для определения уравнения энтропии, 
должен быть сделан следующий анализ.

Уравнение энергии

2 2

div 0
2 2

t

u u
E u E Tu

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ + + ρ + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

может быть преобразовано к виду

( ) ( ) ( )div divm m

t

D p u w u w
Dt m

ε ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎝ ⎠
λ

ρ

2 0.
m

m w utr w w w I
m x

−
⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂

+λ ⊗ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

Но

( ) ( ) 21 div
m

m m m

t

w uw u w tr w w w I
m m x

−
⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂⎛ ⎞+ + ⊗ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2 2
T

m m m
t

w uw ww w u w w w w
x x

− − −∂ ∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂

2
T

m
t

w uw ww u w w w
x x

− ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂⎝ ⎠

2 0.
T

m
t

w w w uw ww u w u w w w
x x x x

− ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + − + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

Следовательно,
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( )div 0D p u
Dt

ρ
ε

+ = .

Поскольку

( )1 1 1 2 2 2 2 1 2 ,d y d y d pdv h h dyε = η + η − + −θ θ

уравнение энергии эквивалентно следующему:

 1 2
1 1 2 2 1 2 1( ) 0,

D D
y y h h y

Dt Dt
η η

θ + −θ+ =�  (29)

взяв материальную производную равновесного условия для давления, по-
лучаем

( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 2
1 2

1 2

, ,
0, ; .

Dp Dp y y
Dt Dt
χ η χ η ρ ρ

− = χ = χ =
α α

Это эквивалентно

 

2 1 1 1 1 1
1 1 1 12

1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2 22

2 2 2

.

Dy y y D DDc
Dt Dt Dt Dt

Dy y y D DDc
Dt Dt Dt Dt

⎛ ⎞ρ ηρ ρ
+ − + ρ =⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞ρ ηρ ρ
=

α
θ Γ

α α α

α
θ+ − + ρ⎜ ⎟α ⎠

Γ
α⎝ α

 (30)

Здесь iΓ  — коэффициенты Грюнайзена

.1 i
i

i i i

p∂
ρ θ ∂η

Γ =

Решив уравнения (29) и (30), окончательно получаем

( )

21 2 1 2 2 2 2
1 2 1 2 2 2

1 2 2 2 2

2 1 1 1 1
1 2 2 1 2 12

1 1 1

,

D Dy y y DDy y y c
Dt Dt Dt Dt

Dy y y DDc h h y
Dt Dt Dt

⎛ ⎞⎛ ⎞ η ρρ ρ
ρ + = + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎞⎛ ⎞ρρ ρ
− + − − ρ −⎟⎜ ⎟⎝

⎛Γ Γ α
θ −⎜α α α α α⎝

α
Γ

α α ⎠α ⎠
�
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( )

21 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 2 2

1 2 2 2 2

2 1 1 1 1
1 1 1 1 2 12

1 1 1

.

D Dy y y DDy y y c
Dt Dt Dt Dt

Dy y y DDc h h y
Dt Dt Dt

⎛ ⎞⎛ ⎞ η ρρ ρ
ρ + = − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎞⎛ ⎞ρρ ρ
− + − − ρ −⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛Γ Γ α
θ ⎜α α α α α⎝

Γ
α α α ⎠

α �

Принимая уравнение объемной фракции в виде

2 2
1 1 2 1 1 2 2

1 1
1 2 1 2

di ) ,v( /
I

D c c
K u Q y

Dt
α Γ Γ ρ ρ ρ

α α α
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞

= + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦α ρ
�

где

( ) ( )
2 2

2 2 1 1 2 2
2 2 1 1 1 2 1

1 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

/ ,   , const,    

/ ,I

c c
K c c Q H Y

c c c c

⎛ ⎞
= + − θ =⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +

ρ ρ
ρ − ρ = θ

α α

ρ ρ
ρ =

α⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ α ⎠α α

( ) 1 2
1 2 1

1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

, ,   , 

/ ,

 

i i i
I

I

y v g g g h
θ θ
θ

Γ θ Γ θ Γ Γ
θ =

α α α

= − = − θη θ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜⎝ α ⎟⎝ ⎠ ⎠

�

получаем основные уравнения в форме, приведенной в [15]. После каждо-
го шага вычислений нужно повторно инициализировать начальные условия 
для w , принимая во внимание, что

2 .w y= ∇

Полная система уравнений, описывающих равновесные фазовые переходы, 
имеет следующий вид:
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div ,
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div 0,

1 

,

div 0,   
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,

k
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t
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m
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y
y u y

t
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E u E Tu E w
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∂
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∂ ρ
+ ρ ⊗ − =

∂
−⎛ ⎞= − + λ + λ +⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞
+λ − ⊗⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ + + ρ + − = = ρε +⎜ ⎟⎜

ρ
ρ ρ

∏

⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

−

λ

⎠

=

�

 (31)

2 2
1 1 2 1 1 2 2

1 1
1 2 1 2

di ) ,v( /
I

D c c
K u Q y

Dt
α Γ Γ ρ ρ ρ

α α α
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞

= + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦α ρ

i

 

( ) ( )
2 2

2 2 1 1 2 2
2 2 1 1 1 2 1

1 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

/ ,   , const,

/ ,I

c c
K c c Q H Y

c c c c

⎛ ⎞
= + − θ =⎜ ⎟⎝

ρ ρ
ρ − ρ = θ

α α ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+

ρ ρ
ρ =

α α α α
+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) 1 2
1 2 1

1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

, ,   ,

/ .

 

i i i
I

I

y v g g g h
θ θ
θ

Γ θ Γ θ Γ Γ
θ =

α

= − = − θη θ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠α α⎝ ⎠α

�

5.7. Заключение
Были представлены две математические модели, соответствующие двум 
шагам при расчете диффузионного интерфейса жидкость-газ. Первый шаг 
соответствует модели (25), где вычисляется только релаксация давления. 
Фазовый переход заморожен на этом этапе. В течение второго шага, где 
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достигается механическое равновесие, происходит фазовый переход. По 
сравнению с некорректной математической моделью, основанной на урав-
нении состояния типа Ван-дер-Ваальса, представленная в данном разделе 
модель является гиперболической, и используются уравнения состояния 
отдельных компонент. Способность модели правильно описывать физиче-
ские явления демонстрируется на неравновесном движении капель в газе. 
Способность модели в описании явления фазового перехода продемон-
стрирована в [15].
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Для описания поверхность раздела, разделяющего жидкость и пар, в данной 
главе представлена потоковая модель. В ней учитываются поверхностное 
натяжение, теплопроводность, энергия релаксации Гиббса и эффекты сжи-
маемости. Модель является гиперболической, консервативной и находится 
в согласии со вторым законом термодинамики. Фазовый переход рассма-
тривается с учетом условия релаксации энергии Гиббса, как в [25]. Эффек-
ты поверхностного натяжения смоделированы в соответствии с [6]. Таким 
образом, нет необходимости разрешать структуру интерфейса, поскольку 
условия скачка присущи особенностям представленной модели. Один и тот 
же набор дифференциальных уравнений решается везде, как в чистых жид-
костях, так и на диффузионном интерфейсе. Существует, таким образом, 
уникальный гиперболический потоковый солвер, который обрабатывает 
динамику течения, движение интерфейса, а также динамику акустических 
волн. Чтобы различить «чистую» жидкость и смесь жидкости и пара, раз-
ные наборы алгебраических уравнений рассматриваются в солвере релак-
сации. Чтобы гарантировать точное вычисление динамики жидкости и газа, 
предобусловленная неявная схема [17] адаптирована для представленной 
настоящей модели кипящего потока. Модель и метод сверяются с одномер-
ной тестовой задачей, имеющей точное решение. Также для иллюстрации 
возможностей метода представлены многомерные расчеты.

6.1. Введение
Глава посвящена численному моделированию кипящих потоков с помо-
щью DNS-подобного (прямое численное моделирование) подхода. Эта тема 
имеет важные приложения в атомном машиностроении и многих другие 
инженерных областях. У корреляции тепло- и массообмена (широко ис-
пользуемых в усредненных моделях многофазных потоков и кодах) есть 
существенные ограничения, область ошибки охватывает несколько поряд-
ков величин. Изменение топологии течения от пузырькового до отрывного 
с образованием паровой пленки на стенках имеет драматические послед-
ствия для теплообмена. Основной вопрос, связанный с многофазными те-
чениями, заключается в том, что усредненные модели двухфазных течений 
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не могут объяснить изменения топологии потока. Поэтому подобное DNS 
моделирование кипящих потоков может помочь при выводе подсеточных 
моделей. Это сложная область для исследования, поскольку в ней присут-
ствуют интерфейсы жидкость-газ в сочетании с теплопроводностью, фазо-
вым переходом и эффектами поверхностного натяжения. Только несколько 
численных методов способны «побороться» с такими потоками, например 
[30; 15], где интерфейс рассматривается как резкий скачок, разрешаемый 
с помощью метода front tracking (прослеживания фронта).

Другие подходы рассматривают интерфейс как диффузионную зону. В связи 
с этим следует упомянуть два вида подходов. Первый, химико-физический, 
связан с работой Cahn и Hilliard [8], также называется в литературе «теория 
второго градиента» и «теория жидкостей типа Кортевега». Эта теория хо-
рошо работает в непосредственной близости от термодинамической крити-
ческой точки, где плотности жидкости и пара близки. Плотность жидкости 
рассматривается как параметр порядка, и внутренняя энергия жидкости 
рассматривается как функция плотности и градиента плотности. Значитель-
ные усилия в развитии этого подхода были сделаны, например, в [2]. При-
меры численных работ приведены в [14]. В дополнение к ограничению от-
ношения плотностей на интерфейсе появляются и другие ограничения. Для 
того чтобы разрешить интерфейсную капиллярную структуру, необходимы 
очень подробные сетки и связанные с этим вычислительные ограничения.

Второй подход, рассматривающий интерфейс как диффузионную зону, свя-
зан с так называемыми разрешающими разрывы методами и встречается, 
например, в работах Годунова. При таком подходе разрывы разрешаются 
за счет консервативной формулировки системы уравнений, и нет необхо-
димости разрешать внутреннюю структуру разрывов, поскольку условия 
скачка присутствуют в самой формулировке. Этот подход конкурировал 
с методами прослеживания фронта в течение 1970-х годов, с методом ис-
кусственной вязкости в течение 1980-х годов и в настоящее время исполь-
зуется практически во всех вычислительных кодах, касающихся уравнений 
газовой динамики и, в более общем виде, в гиперболических системах за-
конов сохранения.

Подход диффузионного интерфейса, основанный на многофазном описании 
ячеек смеси с помощью гиперболических систем с релаксацией, представ-
лен в [23]. Этот подход показал свою эффективность при расчете течений 
в сложных условиях со сколь угодно высоким давлением и соотношением 
плотностей в разных приложениях, начиная от физики взрыва [21—27], 
ударных волн в гетерогенных средах, кавитации потоков [20] и заканчивая 
механикой деформируемого твердого тела [11]. Трудности связаны с мо-
делями и построением численных схем, особенно когда в модели присут-
ствуют неконсервативные уравнения. В данной главе низкоскоростные ки-
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пящие течения рассматриваются в рамках формулировки диффузионного 
интерфейса.

Чтобы справиться с интерфейсными зонами в условиях локального механи-
ческого и теплового равновесия, было проведено упрощение модели Kapila 
[16]. Полученная в ходе упрощения модель является версией равновесной 
температурной модели из [25]. Редукция механического и теплового рав-
новесия оправданна, поскольку для моделирования фазовых изменений 
необходим кондуктивный теплоперенос. Вследствие этого здесь нет скач-
ка температуры (в рамках DNS подхода) на границе раздела, и использо-
вание единой температурной модели является оправданным. Для большей 
точности модель Kapila [16] включает в себя две температуры и хорошо 
подходит для моделирования интерфейсов, когда присутствуют разрывы 
температуры и энтропии, а интерфейс разделяет две несмешиваемых жид-
кости, такие, например, как вода и воздух. При наличии теплопроводности 
в модели температура становится непрерывной, и использование единой 
температурной модели оправданно. Действительно, теплопроводящий слой 
должен быть промоделирован в контексте кипящих потоков, как и при вы-
числении пламени. Температурная равновесная модель включает в себя 
четыре дифференциальных уравнения в частных производных и является 
гиперболической и консервативной. Для моделирования фазовых изме-
нений рассматриваются слагаемые релаксации свободной энергии Гиббса. 
Основная разница состоит в том, что каждая фаза занимает собственный 
объем в отличие от газовых смесей, где каждый компонент газа занимает 
весь объем. Это различие имеет серьезные последствия для термодинами-
ческого замыкания. Для газовых смесей уравнение состояния смеси полу-
чают из закона Dalton. Здесь они получены из определения энергии смеси, 
температуры и условия равновесия давления.

К основной модели температурного равновесного потока с четырьмя диф-
ференциальными уравнениями добавляется дополнительная физика, чтобы 
моделировать кипящие потоки. Эффекты поверхностного натяжения моде-
лируются методом Brackbill [6] и рассмотрены в контексте сжимаемой жид-
кости в [19]. Теплопроводность и гравитационные эффекты также учтены.

Другой вопрос связан с численной аппроксимацией модели, особенно с ги-
перболической и эллиптической частями, капиллярными условиями и тер-
мохимической релаксацией.

Гиперболический шаг решается с помощью предобусловленного неявного 
гиперболического решателя, описанного в [17]. Это расширение метода 
[12] для потоков с низкими числами Маха, причем данный метод консерва-
тивен и использует алгоритм предобуславливания Turkel [31]. Для модели-
рования испарения использован релаксационный решатель.
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Гиперболические и релаксационные решатели объединяются для решения 
уравнений модели течения в 1D случае в отсутствие капиллярных эффек-
тов, чтобы проверить модель и сходимость метода в сравнении с точным ре-
шением при резком интерфейсе в случае кипения. Сходимость достигнута 
в 1D случае, приведены примеры вычисления кипящих потоков в 2D случае 
с различными физическими эффектами. 2D конфигурация с несколькими 
пузырьками вычисляется. С начального момента, когда появляются не-
которые места зарождения пузырьков, динамически возникают пузырьки 
из мест зародышеобразования, а также в других местах, где используются 
идеальные условия на стенках области. Появление пузырей и их размеры, 
таким образом, являются самостоятельным процессом независимо от места 
зародышеобразования. Особенности появления динамических интерфей-
сов уже отмечались в контексте кавитирующих потоков при использовании 
температурных неравновесных моделей.

6.2. Построение модели
Рассмотрим механически равновесную и неравновесную по температуре 
потоковую модель Kapila [16], куда включены тепло- и массообмен [25].

6.2.1. Равновесная модель

Модель, приводимая в [25], имеет следующий вид:

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( )

2 2
1 2 2 1 1

1 2 12 2
1 1 2 2

1 2
2 2
1 2

1 2 1 2
2 12 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 1
1 1 2 1

2 2
2 2 2 1

1 2

grad div

( ),

div ,

div ,

div 0,

div

c c
u u v g g

t c c

c c

H T T
c c c c

u v g g
t

u v g g
t

u u u P I
t
E E P u
t

=

α ρ ρ
α ρ

ρ ρ
α α

∂ −
+ = + − ×

∂
+

+ +
× + −

+ +

∂
+ = −

∂

Γ Γ
α α α α

ρ ρ ρ ρ
α α α α

α ρ
α ρ ρ

α ρ
α ρ ρ

ρ
ρ

ρ

∂
+ = − −

∂

ρ

∂
+ ⊗ + =

∂
∂

+ + =
∂

0.

 (1)



202

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

Полная энергия определяется как 1 1 2 2
1 ,
2

E Y e Y e uu= + +  где k k
kY =

α ρ
ρ

 

представляют массовые доли; ( )k k
k

ρ = α ρ∑  — плотность смеси. Эта мо-

дель является гиперболической с той же скоростью волн, что и в уравнени-
ях газовой динамики, но со скоростью звука Wc  из [32], которая демонстри-
рует немонотонное поведение по отношению к объемной доле kα .

 2 2 ,1

W

k

k k kc c
α

ρ ρ
= ∑  (2)

где kc  представляет собой скорость звука, связанную с фазой k .

Стоит отметить, что скорость звука определяется при условии, что каждая 
фаза имеет выпуклое уравнение состояния. Эта особенность не удовлетво-
ряет смешанным течениям c кубическими уравнениями состояния, подобно 
уравнению состояния Ван-дер-Ваальса. Настоящее уравнение состояния, 
обеспечивающее термодинамическое замыкание, получают из определения 
энергии смеси и условия равновесия давления. Это уравнение состояний 
включает по меньшей мере три аргумента: ( )1, ,P P e= ρ α . Например, когда 
каждая фаза подчиняется уравнению состояния загущенного газа (см. [18] 
для определения параметров),

 ( ) ( ) ,1 ,k k k k k k kp e q P∝= − ρ − − γγ  (3)

и уравнение состояния смеси записывается в виде
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Параметры ,kq  kγ  и ,kP∞  являются константами и зависят от материала 
k . При работе с приложениями с фазовыми переходами их определение 
основано на кривых насыщения фазовой диаграммы. Поскольку эта мо-
дель включает в себя одно давление, но два уравнения массы и уравнение 
объемной доли, можно определить две температуры ( )( ),k k kT T p= ρ  и две 
энтропии. Это последнее свойство полезно для моделирования фазового 
перехода. Система (1) дополняется уравнением энтропии смеси
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где IT  представляет собой «температуру интерфейса», определяемую из 
соотношения

1 2

1 2

1

2

2

2

1

1
I

T T

T

Γ Γ
α

+

Γ
α

+

α
Γ
α

=

и согласующуюся со вторым законом термодинамики.

Некоторые дополнительные комментарии следует дать к уравнению объ-
емной доли.

Первое слагаемое в правой части модели Kapila [16] представляет воздей-
ствие механической релаксации, присутствует во всех зонах, где диверген-
ция скорости не равна нулю (ударные волны, волны сжатия и расширения). 
Второе слагаемое представляет объемные изменения в связи с переносом 
массы в условиях, когда обе фазы сжимаемые. Последняя группа слагаемых 
представляет эффекты дилатации (от лат. dilato — расширять), обуслов-
ленные передачей тепла. kΓ  представляет собой коэффициент Грюнайзе-
на фазы k .

Для неконсервативной системы (1) должны быть использованы нетради-
ционные ударные отношения. Соответствующий набор условий приводится 
в [24]. Тепло- и массообмен в системе (1) рассматриваются как кинети-
ческие процессы, контролируемые соответственно скоростями релаксации 
H  и v . Свободная энергия Гиббса обозначается как k k k kg h T s= − .

Степени свободы в этой модели связаны со скоростями релаксации H  и 
v . Когда жидкости, находящиеся в контакте на интерфейсе, являются не-
смешивающимися (например жидкая вода и воздух), H  и v  полагаются 
равными нулю, что позволяет выполнить условия скачка для нормальных 
скоростей и давлений. Вычислительные примеры и сравнение с точным ре-
шением приведены в работе [26]. Когда фазовый переход случается на гра-
нице между жидкостью и ее паром при условии, что одна из фаз является 
метастабильной (перегрев или переохлаждение), предполагается локаль-
ное термодинамическое равновесие, что означает, что фазовый переход 
происходит бесконечно быстро (бесконечные H  и v ). Поскольку параме-
тры релаксации установлены бесконечными только локально, фронты фа-
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зовых переходов, распространяющиеся при глобальной конечной скорости 
[25], воспроизводятся правильно, по крайней мере для ситуации мгновенно 
испаряющегося потока. Чтобы удалить трудности, связанные с разрешени-
ем жесткой дифференциальной системы 1 , релаксационные решатели были 
построены аналогично [17].

Эта модель в состоянии справиться с простым контактным интерфейсом 
и интерфейсами испарения (или конденсации), когда коэффициенты ре-
лаксации тепло- и массообмена учтены и являются жесткими. Пример — 
задача вычисления кавитирующей подводной ракеты с участием двух видов 
интерфейсов. Основная цель такого примера ⎯ моделирование кипящих 
потоков, что обязательно при рассмотрении диффузии тепла. Таким обра-
зом, модель потока (1) сводится к рассмотрению одной температуры.

6.2.2. Модель температурного равновесия

В пределе жесткой температурной релаксации (бесконечное H ), система 
(1) сводится к виду

 

( )

( )
( )( )

( ) ( )1
1 2 1

div 0,   

div 0,

div 0,

div .

u
t
u u u P I
t
E E P u
t
Y

Y u v g g
t

=

∂ρ
+ ρ =

∂
∂ρ

ρ+ ⊗ + =
∂

∂
+ + =

∂
∂

+ =

ρ

ρ
ρ −

ρ

ρ
∂

 (6)

Система дополняется уравнением энтропии, где S  обозначает энтропию 
смеси:

 ( ) ( )2
2 1div .

pv g gS Su
t T

−∂
+ =

∂
ρ

ρ  (7)

Полная энергия определяется как 1 1 2 2
1 .
2

E Y e Y e uu= + +  Формально систе-

ма (6) напоминает реактивные уравнения Эйлера, широко используемые 
в моделировании сгорания. Тем не менее фундаментальная разница прояв-

1 Система дифференциальных уравнений, записанная в матричном виде (Y = AX), считается 
жесткой, если матрица коэффициентов почти вырожденная.
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ляется в отношениях термодинамического замыкания. При моделировании 
горения рассматриваются смеси газов, и для вычисления давления исполь-
зуется закон Дальтона. Он гласит, что каждая составляющая занимает весь 
объем. Это не так в случае двухфазных смесей, там жидкости, разделенные 
интерфейсом, занимают каждая собственный объем. Чтобы определить 
термодинамическое замыкание для системы (6), сначала рассмотрим опре-
деление удельного объема смеси:

 1 1 2 2 .v Y v Y v= +  (8)

С помощью уравнения состояния для данной фазы

 ,   
,

k
k v k k

k

P
e C T q∝= + +

ρ
 (9)

SG EOS (3) приобретает вид

 ( ) ,,1 ,v kk k k kC Tp P∝−γ= ρ −  (10)

и соотношение для удельного объема может быть записано в виде

 
( ) ,

,

1
.k v k

k
k

C T
v

p P∝

−
=

+
γ

 (11)

Комбинируя (8) и (11), получим соотношение, связывающее температуру, 
давление и удельный объем смеси:

 ( )
( )
( )

( )
( )

1 1 ,1 2 2 ,2

1 ,1 ,2

1 11 1 .
, ,  

v vY C Y C
T T P v Y v P P v P P∝ ∝

− −
= = +

+ +

γ γ
 (12)

Запишем выражение для определения энергии смеси

 1 1 2 2 .e Y e Y e= +  (13)

Комбинируя (9) и (11), получим выражение удельной внутренней энергии 
для фазы k :

 ,
,

,

 .k k
k v k k

k

P P
e C T q

P P
∝

∝

+
= +

+
γ

 (14)
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Определение энергии смеси (13) принимает вид

 

( )
( ) ( )

( )

1

1 1 ,1 ,1 2 2 ,2 ,2
1 ,1 2 ,2

,1 ,2

1 1 2 2

1 1
, ,  

1 1

.

v v
v v

T T P v Y

Y C P Y C P
Y C Y C

P P P P
e Y q Y q

∝ ∝

∝ ∝

γ γ

= =

− −
+ + +

+ +
=

− +

 (15)

Объединяя соотношения (12) и (15), получим следующее уравнение, связы-
вающее давление, удельный объем смеси, энергию смеси и массовые доли:

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 ,1 2 2 ,2

,1 ,2

1 1 ,1 ,1 2 2 ,2 ,2
1 ,1 2 ,2

,1 ,2

1 1 2 2

1 1

1 1

0.

v v

v v
v v

Y C Y C
P P P P

Y C P Y C P
Y C Y C

P P P P
e Y q Y q

∝ ∝

∝ ∝

∝ ∝

⎡ ⎤− −
ρ + −⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧ ⎫− −

+ + +⎪ ⎪+ +⎪ ⎪− =⎨ ⎬− +⎪ ⎪
⎪⎩ ⎭

γ

⎪

γ γ

γ  (16)

Это соответствует квадратичной зависимости от давления. В случае, когда 

одна из фаз представляет собой газ ( ),gas 0 ,P∝ =  как в данном контексте, 
положительный корень определяется по формуле

 
( ) ( )( )

( )( )
1 1 2 ,1 ,2

2

2 1 ,2 ,1 1 2

1, , 
2

1 ,
4

P P e Y A A P P

A A P P A A

∝ ∝

∝ ∝

= ρ = + − + +

+ − − − +
 (17)

где 
( ) ( )( ),

1 1 2 2

1
 k k k

k k

Y Cv
A e q P

Y Cv Y Cv ∝

−
= ρ − −

+
γ

 и 1 1 2 2 q Y q Y q= + .

6.2.3. Гиперболичность и скорость звука

Система (6) гиперболическая с тремя волновыми скоростями: 0 uλ =  (дваж-
ды), 1 u cλ = +  и 2 u cλ = −  со следующим квадратом скорости звука:
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( )( )

( )

1 2
1

2
1 2

1 1 2

1 2
1

1 22

1 1 2

1
21

2 1
4

1
2

1
4

e e

R RR
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R R R

R RR
e eP a a

R R R

ρ ρ

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜= − + + +

⎜
+⎜

⎝

⎞⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ⎟⎜ ⎟+ ρ + + ⎟⎜ ⎟
+ ⎟⎜ ⎟

⎠

ρ
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где

( ) ( )1 1 ,1 2 2 ,2
1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1
 , ,v vY C Y C
a a

Y Cv Y Cv Y Cv Y Cv
−

+
γ −

=
+

γ
=

( ) ( )1 2 2 ,2 1 1 ,1 ,2 ,1 ,R a e q a P a e q a P P P∝ ∝ ∝ ∝= − − ρ − + − +ρ −

( )( ) ( )( )2 1 2 ,1 ,2 .R a a e q P e q P∝ ∝= − − − −ρ ρ

Данную скорость звука можно сравнить со скоростью звука Вуда (2). По-
скольку скорость звука Вуда из (2) связана с многофазными смесями, нахо-
дящимися в механическом, а не в тепловом равновесии, она всегда должна 
быть больше, чем скорость звука, определяемая формулой (18). Данное по-
ведение иллюстрируют рис. 1 и 2.

Моделирование дополнительной физики. Чтобы справиться с DNS ки-
пящими потоками, система (6) должна быть дополнена дополнительными 
физическими эффектами:

плавучестью;• 
поверхностным натяжением;• 
теплопроводностью;• 
фазовым переходом.• 

Этот список можно дополнить и другими дополнительными эффектами, на-
пример вязкостью, но мы далее сосредоточимся лишь на тех, что являются 
абсолютно необходимыми.

Эффекты поверхностного натяжения следует рассматривать через метод 
континуума поверхностных сил (Continuum Surface Method) [6]. Капилляр-
ная сила моделируется так:
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   ,F Cσ = σκ∇
JJJG

 (19)

где σ  представляет собой коэффициент поверхностного натяжения (Н·м–1), 
κ  представляет локальную кривизну (м–1), C  является индикаторной 
функцией (color function — функция раскраски или цвета) и используется 

Рис. 1. Сравнение скорости звука системы (6), определяемой формулой (18), 
со скоростью звука Вуда (2) (общий вид)

Рис. 2. Сравнение скорости звука системы (6), определяемой формулой (18), 
со скоростью звука Вуда (2) (крупный план)
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для нахождения интерфейса между двумя фазами и вычисления локальной 
кривизны.

 div .C
C

⎛ ⎞∇⎜ ⎟κ = −
⎜ ⎟∇⎝ ⎠

JJJG
JJJG  (20)

Здесь в качестве колорной функции выбрана массовая доля 1Y  фазы 1, ко-
торая не изменяется поперек ударной волны и волны расширения и варьи-
руется только на интерфейсах.

Сила тяжести определяется из соотношения

,gF g= ρ

где g  представляет собой поле силы тяжести.

Теплопроводность входит в общее уравнении энергии модели через за-
кон Фурье ,cq T= −λ ∇

JJJG
 где теплопроводность «смеси» определяется как 

1 1 2 2 ,cλ = α λ + α λ а kλ  представляет собой теплопроводность фазы k . 
Асимптотический анализ, приводящий к этой формулировке, кратко сумми-
рован в приложении 6A.

Фазовый переход рассматривается в [25] через релаксацию свободной 
энергии Гиббса. Для выполнения равенства химических потенциалов на 
границе ( ) ( )1 2l l

g g=  рассматриваются условия жесткой релаксации. Про-
цесс релаксации используется в каждой точке сетки с некоторыми особен-
ностями в отношении ячейки «чистой» жидкости и случаев общего испаре-
ния или полной конденсации. Подробности приведены в приложении 6Б.

С учетом дополнительных эффектов, упоминавшихся выше, получается сле-
дующая общая модель:

 

( ) ( )

( )

( )
( )( ) ( )

1
1 2 1

1

1

div ,

div 0,   

div ,

div div .c

Y
Y u v g g

t

u
t
u u u P I Y g
t
E E P u T Y u gu
t

=

∂ρ
+ ρ = ρ −

∂
∂ρ

+ ρ =
∂
∂

+ ⊗ + =
ρ

ρ

ρ
ρ λ

σκ∇ + ρ
∂

∂
+ + = ∇ + σκ∇ + ρ

∂

JJJG

JJJG JJJG

 (21)

В консервативной форме модель имеет следующий вид:
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1 2 1div ,
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 (22)

Эта система замыкается EOS (17). Гиперболичность сохраняется по волнам 
скорости, данным в разделе 6.2.3 «Гиперболичность и скорость звука». 
Уравнение энтропии, связанное с системой (21), записывается в виде

 
( ) ( )22

2 1
2div c

c

Tpv g gTS Su
t T T T

∇⎛ ⎞ −∇∂
+ − = +⎜

λρ
ρ

⎝ ⎠
λ⎟∂

JJJGJJJG
 (23)

и согласуется со вторым законом термодинамики. Система (22) рассматри-
вается ниже для моделирования кипящих потоков.

6.3. Численный метод
6.3.1. Введение

В этом разделе рассматриваются численные методы, используемые для 
приближенного решения системы (21). Численная стратегия основана на 
методике операторного расщепления и использует гиперболическую под-
систему, где капиллярные и гравитационные силы удалены. Это приводит 
к упрощенному решателю Римана, но с некоторыми несбалансированны-
ми силами, которые могут производить ложные эффекты. Тем не менее 
использование результатов неявной схемы имеет ничтожные ложные эф-
фекты, которые не влияют на глобальную точность и стабильность. Это со-
ответствует анализу, проведенному в [7], где капиллярные силы включены 
в гиперболическое решение.
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Кроме того, численное моделирование кипящих потоков приводит к двум 
основным видам численных вопросов. Первый из них связан с наличием 
сжимаемых эффектов в сочетании с условиями низкого числа Маха. По-
скольку скорость потока низка (1 м/с), использование формулировки сжи-
маемых течений ведет к очень малым числам Маха, между 10–1 и 10–4. Как 
показано в [12; 17], использование схемы типа Годунова для потоков с низ-
кими числами Маха приводит к большим погрешностям вычислений. Способ 
преодоления этой проблемы заключается в адаптации методики предобус-
лавливания к настоящей двухфазной модели диффузионного интерфейса.

Как показано в [17], обязательным является использование неявной схемы. 
Для простоты анализ проводится в 2D постановке. Вторая проблема касает-
ся численного анализа дополнительной физики (поверхностное натяжение, 
теплопроводность и фазовый переход). Она рассмотрена в следующих под-
разделах.

6.3.2. Неявная схема

Поскольку система является гиперболической, то в рамках декартового ко-
нечного объемного подхода для решения системы (21) используется схема 
типа Годунова. Вычислительная ячейка схематически показана на рис. 3. 
Неявная 2D схема Годунова гласит:

 

1 1 1
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 (24)
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,
n
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в соответствии с переменными в момент времени 1nt + . Рассмотрим общую 
форму этих векторов:

 ( )1 1 1 1 1 1 1
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− + − +φ = φ  (25)

Разложение в ряд Тейлора до первого порядка включительно имеет вид
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С помощью (26) можно преобразовать соотношение (24) к виду

Рис. 3. Расчетная ячейка (i, j), ограниченная четырьмя границами ячеек (i + 1/2, j), 
(i – 1/2, j), (i, j + 1/2) и (i, j – 1/2)
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где

1
, , , .n n

i j i j i jU U U+δ = −
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В компактной форме это выражение означает M U Dδ = , где M  — пяти-
диагональная разреженная матрица. Для оптимизации вычислений исполь-
зуются CSC метод [22], в котором хранятся только ненулевые элементы.

Система может быть решена прямыми или итерационными методами. В на-
стоящее время для этих целей используются методы библиотеки PETSc 
[3—5].

6.3.3. Решатель Римана

Различные потоки в системе (24) вычисляются с HLLC римановским реша-
телем [29].

На границе ячейки  1 /2i +  поток *F  записывается в следующем виде:

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *
,

* * *

1 sign
2 2

sign sign
2 2

L
L R L R L L L

M R
M R L R R R

S
F F F S U U

S S
S U U S U U

= + − − −

− − − −
 (28)

с теми же обозначениями, что и ранее для векторов U  и F . Индексы L  
и R  обозначают левое и правое состояния задачи Римана соответственно, 
как показано на рис. 4.

Рис. 4. Схема системы (21) для задачи Римана по HLLC приближению в отсутствие 
правых частей (капиллярной, релаксационной и гравитационной)

Волновые скорости RS  и LS  оцениваются с помощью следующих аппрок-
симаций Дэвиса [10]:

 ( )max , ,R R R L LS u c u c= + +  (29)
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 ( )max , ,L R R L LS u c u c= − −  (30)

в то время как MS  оценивается в соответствии с HLL приближением [13]:

 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 2 2

.
1 1 1 1

R R L L R L
M

R R L L R L

S U S U F F
S

S U S U F F

− − −
=

− − −
 (31)

Состояния LU  и RU  в соотношении (28) определяются с помощью отноше-
ний Ренкина — Гюгонио для скачка по RS  и LS  волнам

 * * ,L L L L L LF S U F S U− = −  (32)

 * *
R R R R R RF S U F S U− = −  (33)

и с контактными отношениями * *
L R Mu u S= =  и * * *

L RP P P= = :

 ( )* * *1 0, , ,
T

L L L L M
M L

U F S U P S P
S S

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦−
 (34)

 ( )* * *1 0, , .
T

R R R R M
M R

U F S U P S P
S S

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦−
 (35)

Неявная схема Годунова (27) требует выражения для потока, задаваемого 
(28), и его производных по отношению к консервативным переменным. Со-
ответствующие формулы приведены в приложении 6C.

6.3.4. Предобусловленное низкое число Маха

Как уже упоминалось во введении, потоки пузырькового кипения привле-
кают сжимаемые потоки с низкими числами Маха. Как показано в [12; 17], 
схема типа Годунова приводит к огромным ошибкам без соответствующей 
коррекции. В соответствии с Turkel [31] и Guillard [12] в контексте одно-
фазных потоков используется метод предобуславливателя многофазных 
потоков. Он состоит в коррекции уравнения давления, связанного с систем-
ными уравнениями (21):



216

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

 2 0,P P Pu c
t x x

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (36)

где множитель 2M  определяется из уравнения

 2
2

1 0.P P Pu c
t x xM

∂ ∂ ∂
+ + ρ =

∂ ∂ ∂
 (37)

Это изменение приводит к модифицированным скоростям волны: 
, ,u u c u c+ −+ −� �  с

 
( ) ( )22 2 2 2 21 1 4

,
2

M u M u c
c

M
−

− + − +
=�  (38)

 
( ) ( )22 2 2 2 21 1 4

,
2

M u M u c
c

M
+

− + − +
=�  (39)

которые непосредственно использованы в HLLC солвере (28).

Стоит отметить, что система (21) изменяется только при решении задачи Ри-
мана на основе волновых скоростей (38) и (39). Когда потоки вычисляются 
с помощью HLLC солвера, метод Годунова (24) используется с формулиров-
кой (21) и немодифицированным уравнением состояния (17). Этот метод, 
очевидно, гарантирует консервативность и корректность условия скачка 
через волну. Он действует только на численную диссипацию.

Поскольку используется консервативная формулировка, даже сильные 
разрывы могут быть обработаны по этому методу, и, как показано в [17], 
он является точным по времени. Тем не менее, поскольку искусственная 
«скорость звука» (38), (39) имеет тенденцию к неправильным значениям, 
когда M  стремится к нулю, на дискретном уровне используется следующая 
функция:

 ref,min

ref,min ref,min

,
1, 0,3,

, 0,3
,,

если

если

если

i

i i

i

M
M M M M

M M M

⎧ ≥
⎪

= > >⎨
⎪ ≤⎩

 (40)

где iM  — локальное число Маха внутри i-й ячейки; ref,minM  — минималь-
но допустимое число Маха (этот минимум, как правило, составляет порядка 
10–2—10–3).
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6.3.5. Теплопроводность

В этом разделе рассматривается расчет теплового потока, присутствующий 
в уравнении сохранения полной энергии. Ради простоты анализ проводят 
в 1D случае. Тепловой поток на границе ячейки выражен как функция iT  и 

1iT + , поскольку

 , , 1 1
1

, , 12

 .1
2

c i c i i i

i
c i c i

T T
q

x

+ +

+
+

−
= −

+ λλ Δ

λ λ
 (41)

Таким образом, 1D численная аппроксимация ( )div q  для i-й ячейки такова:

 ( ) ( )1 1
, 1/2 , 1/2

1div .n n
i i i iq q q

x
+ +
+ −≅ −

Δ
 (42)

Соответствующие потоковые производные, входящие в неявную схему (27), 
приведены в приложении 6D.

6.3.6. Вычисление поверхностного натяжения

Эффекты поверхностного натяжения следует рассматривать аналогично [6], 
и капиллярная сила моделируется так:

 ,F Cσ = σκ∇
JJJG

 (43)

где σ  — коэффициент поверхностного натяжения, Н·м–1; κ  — локальная 

кривизна, м–1;  div C
C

⎛ ⎞∇⎜ ⎟κ = −
⎜ ⎟∇⎝ ⎠

JJJG
JJJG ; C  — цветовая функция, целью которой 

является нахождение интерфейса, разделяющего две фазы.

Массовая доля ( )1C Y=  используется в качестве индикаторной функции, 
а массовые доли — как инварианты через волны давления. Тем не менее, 
численная диффузия добавляет слишком много диссипации в массовую 
долю для использования при вычислении нормали и кривизны. Таким об-
разом, необходимо восстановить границы нулями и единицами, чтобы иметь 
правильный скачок давления при переходе через интерфейсы. Очевидно, 
что если сетка была бы достаточно хорошей, использования этой допол-
нительной переменной можно было избежать. Другой способ заключается 
в использовании методов подбора интерфейса (например, [28]).
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Индикаторная (цветовая) функция определяется так:

1,0, 0,5,
0,0 .

если

в иных случаях

C C
C

= ≥⎧
⎨ =⎩

Это обеспечивает резкий профиль для функции цвета и точное обнаруже-
ние интерфейса. После того как интерфейс локализован, оператор диффу-
зии применяется к цветовой функции C , чтобы получить гладкую функцию 
(для расчета градиентов). В этой работе простое уравнение диффузии счи-
тается так:

 diff ,C D C∂
=

∂
Δ

τ
 (44)

где diffD  — коэффициент диффузии, м2с–1.

diffD  и τ  выбраны таким образом, чтобы функция цвета диффундировала 
примерно на четыре ячейки. Затем градиенты вычисляются со вторым по-
рядком аппроксимации:

 
( ) ( )1 1 1 1 ,

2 2
i j i j ij ij

ij

C C C C
C i j

x y
+ − + −− −

∇ = +
Δ Δ

GJJJ GJ G
 (45)

где i
G

 и j
G

 представляют собой единичные векторы, связанные с локальной 
2D базой.

Как только градиенты известны, вычисляется кривизна. На дискретном 
уровне локальная кривизна внутри данной i-й ячейки определяется из сле-
дующего выражения:

 
( )

1 ,ˆ
n

i ij ij ij
j V ii

n n l
∈

= −κ
Ω ∑ G

 (46)

где векторы ˆijn  представлены градиентами нормализованной цветовой 
функции, рассчитываемой между ячейками i и j, а iΩ  представляет собой 
объем i-й ячейки.

ijnG  представляет собой вектор, соединяющий центры ячеек и длину грани-
цы ячейки ijl . Вектор нормали к интерфейсу на границе ячейки ijnG  вычис-
ляется по формуле
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 ( )1ˆ ˆ ˆ  ,
2ij j in n n= +  (47)

где ˆ .
n
i

i n
i

C
n

C

∇
=

∇

JJJJG

JJJJG

В рамках 2D декартовых сеток оно сводится к

 
1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ .
i j i j i j i j

ij x x y yn n n n
x y+ − + −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

κ
⎝

 (48)

Как и в предыдущем случае конвективных и диффузионных потоков, необ-
ходимы производные капиллярного слагаемого. Подробности приведены 
в приложении 6Е.

Верификация. Чтобы проверить обоснованность модели, численное реше-
ние, основанное на модели диффузионного интерфейса (21), сравнивается 
с основным решением одномерного резкого фронта испарения. Затем ка-
пиллярные эффекты в одиночку рассматриваются в 2D тестовом случае.

6.3.7. 1D фронт испарения

Цель этого раздела состоит в определении точного решения 1D стационар-
ного фронта испарения, чтобы проверить сходимость представленного ра-
нее метода.

Рассмотрим следующую конфигурацию с краевым условием:
приток жидкости•  с заданной температурой uT T= ;
отток•  пара при заданной температуре 0VT T=  с заданным тепловым по-
током 0Q .

Стационарный фронт испарения находится в точке 0õ = , соответствующая 
температура равна температуре насыщения жидкость-газ: 0 satõT T= = .

Соответствующая конфигурация схематично представлена на рис. 5.

6.3.8. Определение эталонного решения

Поскольку интерфейс рассматривается как резкий скачок, однофазные 
уравнения Эйлера с тепловой диффузией действительны в каждой чистой 
жидкости:
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( )

2

0,

0,  

0. 

u
t x
u u P
t x

E P uE T
t x x x

∂ρ ∂ρ
+ =

∂ ∂
∂ρ ∂ρ +

+ =
∂ ∂

∂ ρ +∂ρ ∂ ∂⎛ ⎞+ − λ =⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂

 (49)

Каждая фаза должна подчиняться уравнению состояния напряженного газа 
(3) с разрывными коэффициентами на границе. Поскольку мы рассматри-
ваем стационарное решение, система (49) сводится к следующему:

 
2

2

2

const,

const, 

1 const,
2

k

k k k
k

u m
m P

m Tm h q
x

ρ = =

+ =
ρ

⎛ ⎞ ∂
+ + − λ =⎜ ⎟ ∂ρ⎝ ⎠

 (50)

где u  представляет собой скорость в рамках ссылочного фронта испаре-
ния, ,k p kh C T=  — тепловую часть энтальпии, kq  — ссылочную энтальпию 
фазы k .

6.3.9. Квазиизобарический поток

При слабых колебаниях давление считается постоянным с ( ) 0P x P= . Эта 
гипотеза широко используется в теории горения (например, [9]) и позволя-

ет удалять слагаемое 
2

2

1
2 k

m
ρ

 из уравнения энергии.

Рис. 5. Геометрия и граничные условия
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Таким образом, полное сохранение энергии между притоком жидкости 
и истечением пара можно выразить через соотношение вида

 ,liq ,vap vap 0 .p LI liq p VOmC T mq mC T mq Q+ = + +  (51)

Если LIT  и VOT  известны и первое соотношение между массовой скоростью 
потока m  и тепловым потоком

0 0 vap ,
Vx X

TQ Q
x =

⎛ ⎞∂ ⎞= −λ⎜ ⎟⎟⎠∂⎝ ⎠

получим

 ( )0 ,l iq liq ,vap vap .p LI p VOQ m C T q C T q= + − −  (52)

Температурные профили на каждой стороне фронта испарения определя-
ются с помощью сохранения полной энергии, выраженной между притоком 
и точкой внутри каждой зоны из чистой жидкости:

 ,liq liq liq ,l iq liq ,p p LI
TmC T mq mC T mq
x

∂
+ − λ = +

∂
 (53)

 ,vap vap ,liq liq . p vap p LI
TmC T mq mC T mq
x

∂
+ − λ = +

∂
 (54)

С помощью интерфейсных условий сопряжения 0 SAT õT T= =  получены сле-
дующие решения:

( ) ( )
,liq

liq
SAT0

,
pmC

x

LI LIx
T x T T T e λ

<
= + −

 

( )
,vap

vap

,liq liq vap

0
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SAT
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.
p

p
LIx

p p

mC
x

p
LI

p p

C q q
T x T

C C

C q q
T T e

C C

>

λ

−
= + +

⎛ ⎞−
+ − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (55)
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Чтобы определить массу потока m , необходимо другое соотношение, связы-
вающее m  и 0Q . Используется определение теплового потока на выходе:

0 vap ,
Vx X

TQ
x =

∂ ⎞= −λ ⎟⎠∂

 
,vap

vap,liq liq vap
0 ,vap SAT

,vap ,vap

.
p

V
mC

X
p

p LI
p p

C q q
Q mC T T e

C C
λ⎛ ⎞−

= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (56)

С использованием соотношений (52) и (56) массовый расход определяется 
следующим образом:

 vap ,vap VO vap ,liq liq

,vap ,vap SAT vap ,liq liq

ln .p p LI

p V p p LI

C T q C T q
m

C L C T q C T q
⎛ ⎞+ − −

= ⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠

λ
 (57)

Затем 0Q  определяется из (52).

6.3.10. Численное решение

Рассмотрим тот же тест, что и на рис. 5, с SAT 372,79 KLIT T= =  и 

VO 1000 KT = , ( ) 0 1 барP x P ==  и двумя средами.

Жидкость:
5 1 1

liq ,liq ,liq2,62, 9058,29 10 , 1606,97 K ,Па Дж кгvP C − −
∝γ = = ⋅ = ⋅

5 1 1
liq liq1,150975 10 , 0,6788 K .Дж Вт мq − −= − ⋅ λ = ⋅

Пар:
1 1

vap ,vap ,vap1,38, 0 , 1192,51 ,Дж кг КПа vP C − −
∝γ = = = ⋅

6 1 1
vap vap2,060759 10 , 249,97 K .Дж Вт мq − −= ⋅ λ = ⋅

Пар считается идеальным газом, даже если его температура может быть 
сверхкритической. В самом деле, при атмосферном давлении и, например, 
при высокой температуре плотность паров мала и предположение об иде-
альном газе справедливо. С использованием квазиизобарного аналити-
ческого решения массовый расход и тепловой поток на выходе задаются 
равными:

2 1 6 2
0c1,1 ,434 3, .76 10кг м Вт мm Q− − −= ⋅ = − ⋅ ⋅
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Рассмотрим модель диффузионного интерфейса, которая в 1D случае за-
писывается в виде

 

( )

( )

1 1
2 1

2

g g ,

0,

0,  

. c

Y Y u
v

t x
u

t x
u u P
t x

E P uE T
t x x x

∂ρ ∂ρ
+ = ρ −

∂ ∂
∂ρ ∂ρ

+ =
∂ ∂
∂ρ ∂ρ +

+ =
∂ ∂

∂ ρ +∂ρ ∂ ∂⎛ ⎞+ = − λ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂

 (58)

Она решается численно с помощью алгоритма, представленного выше. Гра-
ничное условие на входе (левая граница) соответствует заданному массо-
вому расходу и стагнации энтальпии, вычисленным со следующим набором 
переменных:

2 1
SATc ,1,1434  372,79 K,кг мm T T− −= ⋅ = =

liq1,0 , 0,999999.барP = α =

На выходе (правая граница) в качестве граничного условия заданы тепло-
вой поток, а также давление:

6 2
0 03,76 10 , 1,0 .Вт м барQ P−= − ⋅ ⋅ =

Этот огромный тепловой поток связан с выбранным значением для тепло-
проводности газа — 1 1249,97 KВт м

− −⋅ .

В самом деле, цель этих вычислений — доказать способность метода схо-
диться к решению с резким интерфейсом испарения. Таким образом, это 
значение теплопроводности была выбрано, чтобы снизить вычислительные 
затраты, требуемые для сходимости к точному решению. Другой вариант 
состоит в том, чтобы установить интерфейс жидкость-газ близко к выход-
ной секции, но это менее удобно для обоих вычислений и представления 
результатов.

Численное решение было рассчитано как явными, так и неявными (27) схе-
мами на сетке, содержащей 200 ячеек. Численные результаты в сравнении 
с точным решением приведены на рис. 6 и 7.

Появление пиков на графиках давления связано с численной диффузией 
массовых долей. Действительно, поскольку рассматривается модель, имею-
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щая термодинамику в сочетании давление-температура и с массовой долей, 
температура тесно связана с массовой долей (как показано в отношении 
(12) при заданном давлении). Таким образом, изменения температуры вну-
три диффузионной зоны приводят к монотонному увеличению профиля 
внутри этой зоны. Однако, поскольку рассматриваются тепло- и массооб-
мен, давление также связано с температурой в ячейке, где тепло- и массо-
обмен включены (как описано в приложении 6B).

Таким образом, пики давления появляются на каждой стороне интерфей-
са вследствие диффузии тепла и массового потребления жидкости. Это 
поведение иллюстрирует рис. 8, где крупным планом показаны профили 
давления и температуры, а также профили массовой фракции жидкости на 
правой стороне интерфейса.

В целом результаты демонстрируют способность метода сходиться к точ-
ному стационарному 1D решению с острым интерфейсом испарения. Таким 
образом, это дает первую проверку модели.

Рис. 6. Вычисленные плотность смеси и профили скорости с использованием сетки 
в 200 ячеек в сравнении с точным профилем. Наблюдается отличное совпадение

Рис. 7. Вычисленные профили температуры, давления и объемной фракции жидко-
сти с использованием сетки в 200 ячеек и неявной схемы
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6.3.11. Закон Лапласа

Рассмотрим замкнутую квадратную область 2,5×2,5 см, заполненную жид-
кой водой. Газовый пузырь радиусом 5 мм помещен в центре (рис. 9). Пер-
воначально давление и температура везде устанавливаются равными 1 бар 
и 300 К, а объемная доля пара внутри пузыря равняется 0,99999, вокруг пу-
зыря — 10–5. Коэффициент поверхностного натяжения 3 173 .10 Н м

− −σ = ⋅ ⋅  
Предобуславливатель с низким числом Маха (см. раздел 6.3.4 «Предобус-
ловленное низкое число Маха») используется со значением числа Маха, 
равным 0,1. Параметры SG EOS (3) таковы:

Жидкость:

5 1 1
liq ,liq ,liq2,62, 9058,29 10 , 1606,97 K .Па Дж кгvP C − −

∝γ = = ⋅ = ⋅

Пар:
1 1

vap ,vap ,vap1,38, 0 , 1192,51 K .Па Дж кгvP C − −
∝γ = = = ⋅

В данном вычислении требуется параметр vC , так как используется модель 
температурного равновесия (6) (без переноса массы). На рис. 10 показано 
равновесное состояние, полученное на 2D сетке 125×125 ячеек.

Эти результаты позволяют определить численный скачок давления 
( )num

14,9 ПаPΔ ≅ , который сравним с тем, что получен по закону Лапласа:

73 0,001 14,6 .
0,5 0,005

ПаP
D

σ ⋅
Δ = = =

Рис. 8. Вычисленные профили температуры, давления и массовой доли 
жидкости, полученные с использованием сетки в 200 ячеек и неявной 

схемы
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Рис. 9. Квадратная область, заполненная водой, содержащей неконденсируемый 
газовый пузырь. Эскиз конфигурации и контуры первоначальной объемной фракции

Рис. 10. Давление и профили газовой объемной фракции вдоль оси х. Сплошная 
линия обозначает давление, пунктирная — объемные фракции паров

Таким образом, скачок давления хорошо согласуется с точным решением 
(погрешность около 2,05%). Для проверки сходимости метода тот же тест 
был сделан на более мелкой сетке 250×250. На этот раз скачок давления 
составлял 14,7 кПа, что соответствует ошибке около 0,68%.

6.3.12. 2D иллюстрации

Цель этого раздела — показать возможности модели при рассмотрении всех 
физических эффектов, присутствующих в системе (21). Рассматривается 
замкнутая и адиабатическая прямоугольная область (12×7 см), в которой 
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нижняя часть заполнена насыщенной жидкой водой, а верхняя половина — 
насыщенным паром. Изучается поведение кипящего потока внутри области. 
Коэффициент поверхностного натяжения 3 173 10 Н м

− −σ = ⋅ ⋅ , контактный 
угол θ  принимается постоянным и равным 45°, ускорение силы тяжести 

29,81 мсg −= . Параметры сред таковы:

Жидкая вода:

5 1 1
liq ,liq ,liq K2,62 9058,29 10 , 1 06,97 ,6Па Дж кгvP C − −

∝γ = = ⋅ = ⋅

5 1 1
liq liq K1,150975 10 , 0,67 .88Дж Вт мq − −= − ⋅ λ = ⋅

Водяной пар:

1 1
vap ,vap ,vap1,38, 0 , 1192,51 K ,Па Дж кгvP C − −

∝γ = = = ⋅

6 1 1
vap vap K2,060759 10 , 0,0249 .Дж Вт мq − −= ⋅ λ = ⋅

При запуске начальная объемная доля паров в нижней половине области 

vap 0,0001α = , в верхней части — vap 0,9999α = . Кроме того, начальное 
давление и температура инициализированы с гидростатическим профилем 
гравитации (тяжести) с ограничением SAT ( )T T P=  в каждой ячейке. Время 

( )0T t , зависящее от температуры, накладывается на нижнюю стенку сле-
дующим образом:

 ( ) SAT
0

SAT

, ,

,

если

если

tT T t
T t

T T t

⎧ ⎛ ⎞+ Δ ≤ τ⎪ ⎜ ⎟⎝ ⎠= τ⎨
⎪ + Δ > τ⎩

 (59)

с SAT150 , 372,79 K, 15 K.мс T Tτ = = Δ =  Этот гладкий нагрев установлен 
для того, чтобы избежать создания паровой пленки вдоль горячей поверх-
ности и слишком сильных волн давления.

Поведение кипящих потоков исследуется в двух постановках. В первой три 
пузырька пара изначально присутствуют в нижней части области (рис. 11). 
На рисунке показана замкнутая и адиабатическая прямоугольная область. 
Нижняя ее половина заполнена жидкой водой, а верхняя половина на-
полнена парами воды. В области изначально присутствуют три половинки 
пузырьков пара радиусом 3 мм. На нижней стенке задается зависящая от 
времени температура ( )0T t .

Во второй постановке рассмотрена задача, аналогичная первой, но без пу-
зырьков (рис. 12). Для нахождения решения использована неявная схема 
(27) с предобуславливанием с низким числом Маха на сетке 960×560 ячеек.
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Кипящий поток с изначально присутствующими пузырьками пара. Рас-
смотрим тестовый пример, представленный в предыдущем разделе с тремя 
пузырьками пара (радиус 3 мм). Объемная доля паров внутри пузырьков 

vap 0,9999=α  (см. рис. 11). Вычисленная индикаторная функция показана 
на рис. 13 и 14. Индикаторная функция вычисляется, как указано в разделе 
6.3.6 «Вычисление поверхностного натяжения».

На рис. 13 показана индикаторная функция на моменты 0 c,t =  50 ,мсt =  
100 ,мсt =  200 ,мсt =  300 ,мсt =  400 мсt = . Три первых пузырька дви-

жутся по направлению к поверхности вследствие плавучести, но поскольку 
дно коробки нагревается, вода вокруг них начинает кипеть, и появляется 

Рис. 11. Замкнутая и адиабатическая прямоугольная область. Три половинки 
пузырьков пара (радиус 3 мм) изначально присутствуют

Рис. 12. Замкнутая и адиабатическая прямоугольная область. Нижняя половина 
области заполнена жидкой водой, верхняя половина наполнена парами воды. 

Температура ( )0T t  накладывается на нижней стенке
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паровая пленка. Формируются новые пузырьки, которые начинают расти, 
поскольку позади них появляются еще новые пузырьки.

На рис. 14 показана индикаторная функция на моменты времени 500 ,мсt =  
600 ,мсt =  700 ,мсt =  800 ,мсt =  900 ,мсt =  1000 мсt = . Новые пузырь-

ки продолжают расти, в то время как первые начинают взаимодействовать 
с верхней поверхностью жидкость-пар. В нижней части полости, которая 
является идеальной поверхностью, новые пузырьки появляются в разных 
местах, иных, чем начальные участки. Это означает, что их позиция и размер 
обусловлены конвекцией, теплопроводностью и капиллярностью.

Первые фрагменты показывают, что первые три пузыря движутся к поверх-
ности за счет эффектов плавучести. В то же время нижняя стенка обла-
сти нагревается, вода вокруг начинает кипеть, создавая паровую пленку. 

Рис. 13. Индикаторная функция на моменты времени 0 c,t =  50 ,мсt =  
100 ,мсt =  200 ,мсt =  300 ,мсt =  400 мсt =
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Явление кипения появляется как следствие теплового эффекта стены, что 
делает жидкость локально слегка перегретой. Действительно допущение, 
что жидкость содержит достаточно количество примеси, не принимая пере-
грева, так как чистые жидкости могут стать метастабильными, а реальные 
жидкости таковыми не являются. Таким образом, используя солвер фазо-
вого перехода из приложения 6B и убедившись, что жидкость не находит-
ся в стабильном состоянии — см. уравнения (63) и (64), можно вычислить 
равновесное состояние с помощью системы (66) и появление смешанных 
ячеек. Из «участка зарождения ячеек» и в результате эффектов слияния, 
обусловленных поверхностным натяжением, конвекцией и инерцией, по-
являются новые пузырьки. После создания эти новые пузырьки начинают 
расти и, поскольку теперь снова жидкость находится в контакте с нижней 
стенкой, за ними появляются новые пузырьки и начинают расти.

Рис. 14. Индикаторная функция на моменты времени 500 ,мсt =  600 ,мсt =  
700 ,мсt =  800 ,мсt =  900 ,мсt =  1000 мсt =
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Стоит отметить, что нижняя стенка области является идеальной поверхно-
стью, свободной от полостей или специальной обработки за исключением 
однородной температуры и постоянного контактного угла. В соответствии 
с профилями скорости первые пузырьки, похоже, создаются между конвек-
тивными валами, где скорость низкая, как показано на рис. 15.

Рис. 15. Объемные фракции водяного пара и векторы скорости вокруг пузырьков 
во время 30 мct =  и 70 мct =

Эти результаты, как правило, показывают, что гетерогенному зародыше-
образованию на стенках способствует явление кипения, но оно не является 
обязательным, если жидкость не может оставаться метастабильной. В этом 
случае каждый раз, когда часть жидкости перегрета, создается зародыш. 
Этот зародыш растет и объединяется с другими ядрами, динамически фор-
мируя пузыри. Потоковая модель не нуждается в критерии зародышеобра-
зования за исключением отторжения метастабильных состояний, которые 
обычно применяются с реальными жидкостями. Процесс зародышеобразо-
вания самоподдерживающийся и сам определяет количество и размеры за-
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рождающихся пузырьков. Чтобы проверить актуальность данного сценария, 
в следующем разделе рассмотрен такой же тест, но без изначально присут-
ствующих пузырьков пара.

Кипящий поток без образования изначально присутствующих пузырь-
ков пара. Тот же тест, что рассмотрен ранее, в отсутствие начальных цен-
тров зародышеобразования (рис. 12). Индикаторная функция показана на 
рис. 16 и 17.

Рис. 16. Индикаторная функция показана на моменты времени 0 c,t =  50 ,мсt =  
100 ,мсt =  200 ,мсt =  300 ,мсt =  400 мсt =

На рис. 16 показана индикаторная функция на моменты времени 0 c,t =  
50 ,мсt =  100 ,мсt =  200 ,мсt =  300 ,мсt =  400 мсt = .

Первый фрагмент показывает создание паровой пленки. В результате по-
верхностного натяжения проявляются эффекты стенки, и в центре созда-
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ется большой вытянутый пузырь пара. Затем конвективные эффекты, соз-
даваемые первым пузырем, комбинируются с эффектами поверхностного 
натяжения, создавая новые пузыри на нижней стенке.

В результате эффекта стенки большой вытянутый пузырь пара, созданный 
в центре, распадается на несколько пузырьков. Новые пузырьки появляют-
ся на нижней стенке вследствие нагрева стенок.

На рис. 17 показана индикаторная функция на моменты времени 500 ,мсt =  
600 ,мсt =  700 ,мсt =  800 ,мсt =  900 ,мсt =  1000 мсt = .

Вновь созданные пузыри продолжают расти, в то время как первые начина-
ют взаимодействовать с поверхностью.

Рис. 17. Индикаторная функция на моменты времени 500 ,мсt =  600 ,мсt =  
700 ,мсt =  800 ,мсt =  900 ,мсt =  1000 мсt =
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Только возникнув, эти новые пузыри начинают расти, и поскольку теперь 
жидкость снова в контакте с нижней стенкой, новые пузыри появляются 
вслед за ними и начинают расти.

Эти результаты показывают, что явление кипения и, следовательно, свя-
занная с ним потоковая модель не могут требовать гетерогенного зароды-
шеобразования. Кроме того, качественно выбор размера зарождающихся 
пузырьков, а также способы подъема пузырьков очень похожи на предыду-
щий случай, когда места зарождения изначально присутствуют, консолиди-
руя предыдущие наблюдения.

6.4. Выводы
В качестве первого шага на пути к прямому численному моделированию 
зародышеобразующих кипящих потоков была построена термо- и механи-
чески равновесная модель. Эта модель рассматривает сжимаемые жидко-
сти, является гиперболической и согласуется со вторым законом термоди-
намики. Кроме того, она не имеет ограничений в отношении интерфейсной 
плотности, в отношении давления, а также скорости потока. К модели была 
добавлена дополнительная физика (поверхностное натяжение [6], гра-
витация, теплопроводность и фазовые изменения [25; 18]). Тем не менее 
модель кипящих потоков включает условия сжимаемости при малых чис-
лах Маха, и метод с предобуславливанием [31; 12] с неявной схемой [17] 
адаптируется к текущей модели, чтобы получить точные решения. Метод 
был проверен на точном решении 1D устойчивого резкого фронта испаре-
ния и 2D случая статического пузыря, показывающего согласие с законом 
Лапласа. Было рассмотрено двумерное моделирование зародышеобразую-
щих кипящих потоков. Соответствующие результаты демонстрируют очень 
хорошее качественное совпадение, а также пригодность метода для вычис-
ления таких сложных течений.

Приложение 6A. Вставка теплопроводности 
в уменьшенную модель
Чтобы добавить эффекты теплопроводности в систему (6), рассматривается 
общая неравновесная двухфазная потоковая модель:
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 (60)

Точные выражения для межфазных переменных IP , Iu  и теплового потока 

Iq  бесполезны, также как бесполезны и точные выражения для различных 
параметров релаксации: давления μ , скорости  λ  и температуры H . Дей-
ствительно, предельная модель представляет интерес, когда эти эффекты 
релаксации являются жесткими. Другими словами, асимптотический ана-
лиз может проводиться в пределе жесткой механической и тепловой ре-
лаксации.

Для каждой потоковой переменной f  рассматривается асимптотическое 
расширение 0 1f f f= + ε . 0f соответствует состоянию равновесия, 1f  — 
малым возмущениям. Кроме того, каждый коэффициент релаксации ( μ ,  λ , 
H ) предполагается жестким:

 0 0 0, , ,
H

H
μ

μ
λ

= λ = =
ε ε ε

 (61)

где 0→ε .

В этом пределе ведущий системный порядок соответствует расширению си-
стемы (6) с эффектами теплопроводности:



236

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

 

( )

( )

( )

( ) ( )( )

1
1div 0,

div 0,

div 0,  

div 0, 

Y
Y u

t

u
t
u u u P
t
E E P u div q
t

∂ρ
+ ρ =

∂
∂ρ

+ ρ =
∂
∂ρ

+ ρ ⊗ + =
∂

∂ρ
+ ρ + + =

∂

 (62)

где cq T= −λ ∇
JJJG

; 1 1 2 2 ,cλ = α λ + α λ  cλ  — теплопроводность смеси; kλ  — 
теплопроводность фазы k ; T  — температура.

Приложение 6B. Солвер фазового перехода
Модель диффузионного интерфейса, представляемая системой (6), соот-
ветствует многофазному описанию в потоковой смеси, вовлеченной в ме-
ханическое и тепловое равновесие, но без термодинамического равнове-
сия. Фазовый переход осуществляется через солвер релаксации жесткой 
свободной энергии Гиббса. Это решатель используется везде внутри рас-
четной области, поскольку он считает существование чистой жидкости 
и чистого газа, также как и наличие смеси жидкость-газ на границах, когда 
фазовые изменения ожидаются. Однако если термодинамически равновес-
ное состояние соответствует полному испарению (чистый пар) или полной 
конденсации (чистая жидкость), то термодинамически равновесный солвер 
релаксации не следует использовать. Таким образом, сначала проверяем 
это условие.

В каждой ячейке рассчитывается температура насыщения ( )SATT P  с ис-
пользованием давления смеси. Затем могут быть определены насыщенные 
объемы каждой фазы:

 

( )

( )

liq ,liq SAT
liq,SAT

,liq

vap ,vap SAT
vap,SAT

1
,

1
.

v

v

C T
v

P P

C T
v

P

∝

γ −
=

+

γ −
=

 (63)

Эти два объема определяют границы купольного насыщения для пары дав-
ление/температура SAT ), (P T P . Таким образом, фазовое изменение может 
произойти только тогда, когда
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 liq,SAT vap,SAT , v v v< <  (64)

где v  — удельный объем смеси.

Если данное условие выполнено, это означает, что двухфазная смесь при-
сутствует. Тогда должно быть выполнено условие термодинамического 
равновесия:

 ) )liq vap g .g
I I

=  (65)

Если нет, состояние остается без изменений.

Если вычислительная ячейка содержит двухфазную смесь, соответствую-
щая алгебраическая система для решения имеет вид:
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liq liq vap vap
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liq vap

liq vap
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ρ
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=

 (66)

Чтобы избежать численных проблем, связанных с интегрированием по 
времени жестких дифференциальных уравнений, когда v , появляющаяся 
в системе (6), стремится к бесконечности, термодинамическое равновесие 
системы (66) определяется методом, который приведен ниже.

Удельные объемы и внутренние энергии каждой фазы выражены как функ-
ции давления и температуры в (11) и (14). Каждый параметр, участвующий 
в этих выражениях ( ), ,, , ,k v k k kC P q∝γ , рассчитывается для того, чтобы со-
ответствовать фазовой диаграмме жидкость-пар, точнее, соответствующим 
кривым насыщения. Подробная информация относительно определения 
параметров EOS приведена в [18; 25].

Обозначим решения состояния релаксации системы (66) индексом «*», тог-
да ограничением консервативности массы становится

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * * * * * *
0 liq liq vap vap liq liq liq vap1 ,v Y v P Y v P Y v P Y v P= + = + −  (67)

где ( ) ( )* * * *, .k kv P v P T=



238

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

Ограничение давлений, температур и равенства свободных энергий Гиббса 
приводит к

 ( ) ( )* * *
SAT .T P T P=  (68)

Поэтому удельные объемы * *
liq ( )v P  и * *

vap ( )v P  становятся только функция-
ми давления. Первое соотношение, связывающее массовую долю жидкости 
и давление, таким образом, примет вид
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−
 (69)

Поскольку кинетическая энергия является постоянной, общее определение 
энергии смеси имеет вид

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * * * * * *
0 liq liq vap vap liq liq liq vap1 .e Y e P Y e P Y e P Y e P= + = + −  (70)

Второе соотношение, связывающее массовую фракцию жидкости и давле-
ние, примет вид
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Это соотношение может быть также выражено в виде функции удельной 
энтальпии фаз:
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где liqh  и vaph  связаны через соотношение ( ) ( ) ( )* * * * *
vap liq , vh P h P L P− = где 

( )*
vL P  представляет собой скрытую теплоту парообразования, которая 

является функцией давления.

Из предыдущих уравнений массовой доли получается единственная функ-
ция давления:

 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

* * * * *
vap 0 0 vap 0

* * * * * * * *
vap liq vap liq

0.
h P e P v v P v

h P h P v P v P

− − −
− =

− −
 (73)



239

Глава 6. Прямое численное моделирование кипящего пузырькового потока
 

Ее решение находится с помощью метода Ньютона. Существование и един-
ственность решения при *

liq0 1Y< <  доказаны в [1].

После определения давлений релаксации остальные переменные легко вы-
числяются из предыдущих термодинамических отношений.

Приложение 6C. HLLC Римановский солвер для 
производных
Напомним HLLC приближенный солвер Римана:
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Вектор потоковых производных определяется по формулам
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где
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С использованием соотношений (32) и (33), а также * * *
L RP P P= =  получены 

два выражения для *P :

  ( ) ( ) ( ) ( )( )* 2 2  1 1 ,L L L M L L LP F S U S F S U= − − −  (82)

 * (2) (2) ( (1) (1)).R R R M R R RP F S U S F S U= − − −  (83)
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Чтобы иметь более симметричную производную, используется следующее 
усредненное выражение:
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Задается скорость контакта волны
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Задаются ее производные:



242

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

2

2

2 2 

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1

,
1 1 1 1

L LM
L

L L L

R R L L R L

R R L L R L

R R L L R L

L L
L

L L

R R L L R L

F US
S

U U U

S U S U F F

S U S U F F

S U S U F F

F U
S

U U

S U S U F F

⎛ ⎞∂ ∂∂
= − ×⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

− − −
× −

− − −

− − − − ×

⎛ ⎞∂ ∂
−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

×
− − −

 (88)

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

2

2

2 2 

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1

.
1 1 1 1

R RM
R

R R R

R R L L R L

R R L L R L

R R L L R L

R R
R

R R

R R L L R L

U FS
S

U U U

S U S U F F

S U S U F F

S U S U F F

U F
S

U U

S U S U F F

⎛ ⎞∂ ∂∂
= − ×⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

− − −
× −

− − −

− − − − ×

⎛ ⎞∂ ∂
−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

×
− − −

 (89)

Эти различные производные требуют знания L

L

F
U

∂
∂

 и R

R

F
U

∂
∂

.

Они соответствуют матрице Якоби рассматриваемой системы, которая тре-
бует производных от давления смеси. Давление смеси

( )( ) ( )( )2
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2 4
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Таким образом, соответствующие производные приобретают вид
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где
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c ,k ky Y= ρ  
( ) ( )2 2

,
u v

e E
ρ ρ

ρ = ρ − −
ρ ρ

 1 1 2 2 .q y q y qρ = +

Приложение 6D. Производные теплового 
потока
Производные, входящие в термин теплопроводности, вычисляются из со-
отношений:
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где

 , .i k ky Y= ρ  (100)
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Производная i

i

P
U

∂
∂

 вычисляется с помощью соотношения (91).

Приложение 6E. Производные поверхностных 
и объемных сил
Сначала рассматриваются производные поверхностного натяжения.

Кривизна n
ijκ  принята постоянной в каждой ячейке. Для получения произ-

водных используется выражение (45)
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Индикаторная функция является частью вектора U , производные от U
очень простые. Производные слагаемого силы тяжести выглядят следую-
щим образом:

  ,ij ij

ij ij

g
g

U U
∂ρ ∂ρ

=
∂ ∂

 (104)

  .ij ij ij

ij ij

g uu
g

U U
∂ρ ∂ρ

=
∂ ∂

 (105)

Переменные ijρ  и ijuρ  — части вектора U , их производные являются пря-
мыми.
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Глава 7. Методика моделирования 
сложных ударно-волновых процессов 
в двухфазных средах в присутствии сил 
поверхностного натяжения

В настоящее время в ИБРАЭ РАН разработана согласованная вычисли-
тельная методика моделирования сложных ударно-волновых процессов 
в двухфазных средах в присутствии сил поверхностного натяжения. Мето-
дика позволяет моделировать явления кипения, испарения и конденсации. 
Моделирование осуществляется с помощью метода дискретных уравнений 
с использованием HLLC солвера с учетом тензора поверхностного натяже-
ния, обеспечивающего выравнивание по температуре и Гиббсу, для учета 
особенностей решаемых двухфазных задач с уравнением состояния stiff-
ened (сгущенного газа). Далее в главе будут изложены подробности мето-
дики и приведены результаты ее верификации, а также практические при-
меры применения развитого подхода.

7.1. Описание базовой физической модели
Существуют два класса методов моделирования двухфазных течений при 
наличии интерфейса (границы) между фазами.

В методах первого класса интерфейсная граница рассматривается как 
резкий разрыв. Ее положение отслеживается при помощи специального 
уравнения переноса или в случае лагранжева подхода движется вместе 
с расчетной ячейкой. Такие методы расчета не позволяют моделировать 
динамическое появление интерфейсной границы, а также моделировать га-
зодинамические течения в присутствии интерфейсной границы, разделяю-
щей чистую среду и смесь.

В методах второго класса интерфейсная граница рассматривается как диф-
фузионная область наподобие контактных разрывов в газовой динамике. 
Такие диффузионные интерфейсы представляют собой двухфазную или 
двухкомпонентную смесь, появившуюся в результате численной диффузии. 
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Термодинамические параметры компонентов смеси должны обеспечивать 
выполнение интерфейсных условий, а также численное согласие с термо-
динамическими законами. Основные достоинства данного подхода заклю-
чаются в следующем:

один и тот же алгоритм используется как для областей с беспримесной • 
средой, так и для областей с двухкомпонентной средой;
возможно динамическое образование новых интерфейсов, которые из-• 
начально отсутствовали, как в задаче о кавитации;
описываются газодинамические течения в присутствии интерфейсной • 
границы, разделяющей чистую среду и смесь.

Модели, позволяющие описывать диффузионные области, в свою очередь, 
подразделяются на неравновесные (нет равенства давлений и скоростей 
фаз) и равновесные (фазы находятся в механическом равновесии). Нерав-
новесная двухфазная модель может быть получена с использованием про-
цедуры усреднения Drew [1] из уравнений Навье — Стокса, записанных для 
каждой из фаз. Для одномерного случая в отсутствие фазовых переходов 
и теплообмена модель будет иметь вид [2; 3]
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 (7.1.1)

где Kα  — объемная доля ( ,K g l= , 1g lα + α = ); Kρ  — плотность; KP  — 
давление; Ku  — скорость; 21/ 2K K KE e u= +  — внутренняя энергия; iV  — 
интерфейсная скорость; iP  — интерфейсное давление.

Эта модель включает по два уравнения непрерывности, импульса и энергии 
для каждой из фаз, а также уравнение переноса объемной доли. Чтобы учесть 



251

Глава 7. Методика моделирования сложных ударно-волновых процессов  
в двухфазных средах в присутствии сил поверхностного натяжения

дополнительные условия на границе раздела фаз (равенство скоростей), 
а также процесс релаксации давлений ( g lP P≠ ) после прохождения ударной 
волны через границу раздела, в модель вводятся дополнительные члены [2]:
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 (7.1.2)

где λ и μ — коэффициенты релаксации скорости и давления соответственно.

На интерфейсной границе фаз эти коэффициенты стремятся к бесконечно-
сти, что соответствует мгновенной релаксации скоростей и давлений.

Основной недостаток данного подхода связан с присутствием неконсерва-
тивных членов. Это не позволяет определить явный вид соотношений термо-
динамических параметров на фронте ударной волны. Также вычисление ин-
терфейсных величин скорости iV  и давления iP  не является однозначным.

7.2. Модель из семи уравнений
Дальнейшее развитие модели (7.1.1), (7.1.2) было проведено в работе [4], 
где при помощи интегрального усреднения системы (7.1.1) и более деталь-
ного учета топологии смеси неконсервативные и потоковые члены выража-
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ются через дискретное суммирование вкладов от возможных топологиче-
ских реализаций. В одномерном случае, используя уравнение адвекции со 
скоростью σ  для характеристической функции двухфазной смеси 

0g gX X
t x

∂ ∂
+ σ =

∂ ∂
, можно получить следующую форму уравнений для не-

равновесной модели:

 

( )
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2

2
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,
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⎛ ⎞⎪ ∂⎛ ⎞⎜ ⎟⎪ = ε⎜ ⎟⎝ ⎠∂⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞∂ ρ +∂α ρ ∂⎛ ⎞⎪ + ε = ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

 (7.2.1)

где ()ε  — процедура усреднения, коммутирующая с пространственной 
и временной производными; ( )k kXα = ε .

Средняя величина конвективного потока для первой фазы в (7.2.1) 

( )( ) ( ) ( )( )2, ,
T

g g g g g g g g g g g g g g gX F U X u X u P X E P uε = ε ρ ρ + ρ +  на 1/ 2i +  

интерфейсе расчетной сетки находится как сумма вкладов от возможных 
топологических реализаций двухфазной среды на данном интерфейсе:
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где ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,
T

k k k k k ki i i i
W u E= ρ ρ ρ , ,k g l= ; ( ) ( )( )RIM 1

,L Ri i
F W W

+
 — кон-

вективный поток на границе ( )1/ 2i +  ячейки i , вычисленный с использо-
ванием точного римановского солвера [5] или HLLC солвера [21] для на-
чальных состояний LW  слева и RW  справа;
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Аналогично определяется средняя величина конвективного потока для вто-

рой фазы ( )( ) ( ) ( )( )2, ,
T

l l l l l l l l l l l l l l lX F U X u X u P X E P uε = ε ρ ρ + ρ +  в (7.2.1):
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 (7.2.3)

Средняя величина потока Лагранжа для первой фазы в (7.2.1) 

( ) ( )( )lag
0, ,

T
g g

g g g g g

X X
F U P P u

x x
∂ ∂⎛ ⎞

ε = ε⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 в i -й расчетной ячейке опреде-

ляется следующим образом:
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N
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ε
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Δ
 — среднее число внутренних интерфей-

сов в ячейке i .

Также определяется средняя величина потока Лагранжа для второй фазы 
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Численная аппроксимация уравнения адвекции объемной доли в системе 
(7.2.1) имеет вид
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 (7.2.6)

Средняя величина потока Лагранжа из (7.2.4) и (7.2.5) может быть пред-
ставлена в виде суммы вкладов от внешних и внутренних интерфейсов:
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Аналогично разделяются вклады внешних и внутренних интерфейсов 
в уравнение адвекции объемной доли. Тогда численное решение системы 
(7.2.1) можно найти, последовательно вычисляя вклады от внешних и вну-
тренних интерфейсов.

Первый шаг:
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Второй шаг:
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 (7.2.13)

где ( )boundlag
k i

Fε  и ( )relaxlag
k i

Fε  определяются из (7.2.9), (7.2.11) и (7.2.8), 
(7.2.10) соответственно.

В случае перемешивании фаз, т. е. при большом значении величины iΛ , 
решение (7.2.13) эквивалентно введению мгновенной релаксации для ско-
ростей и давлений [6].

Моделирование процессов испарения в двухфазных смесях в рамках опи-
санного подхода рассматривалось в [7]. В этой работе испарение моделиру-
ется при помощи образования дополнительной ударной волны испарения. 
В качестве замыкающего кинетического соотношения при этом использова-
лось условие Чепмена — Жуге, применение которого справедливо в случае 
взрывного испарения сильно перегретой жидкости. Для более медленного 
испарения нужно использовать другое соотношение, определяющееся ди-
намикой рассматриваемой задачи.

7.2.1. Точный римановский солвер 
для уравнения состояния stiffened

Общее точное решение задачи Римана для уравнений газовой динамики 
с двучленным уравнением состояния состоит из элементарных решений 
(ударная волна, тангенциальный разрыв, волна разряжения), которые от-
делены друг от друга областями с постоянными значениями параметров, 
так как такие состояния также являются точными решениями уравнений га-
зовой динамики [5]. На рис. 1 представлена общая конфигурация для рас-
пада произвольного разрыва термодинамических параметров на границе 
раздела двух сред, состояние которых описывается уравнением состояния 
stiffened.
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Рис. 1. Распад произвольного разрыва

Строчные буквы обозначают значения термодинамических параметров 
(плотности, скорости, энергии и давления) задачи Римана слева и спра-
ва от начального положения произвольного разрыва, а заглавные бук-
вы — промежуточные значения во внутренних областях слева и справа 
от контактного разрыва. Значок ⊗  обозначает ударную волну или вол-
ну разряжения; а значок ⊕  — тангенциальный разрыв. Все возмож-
ные конфигурации решения представлены в табл. 1. В ней решение для 
произвольного луча ξ  в плоскости ( , )x t , где −∞ < ξ < ∞ , обозначено 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
T

Z Z u p⎡ ⎤= ξ = ρ ξ ξ ε ξ ξ⎣ ⎦ .

Для левой ударной волны поток газа через нее определяется следующим 
образом:

 ( )( ) ( )( )left
left left left left left left1 1 ,

2
m P p

ρ ⎡ ⎤= + π γ + + + π γ −⎣ ⎦  (7.2.14)

где leftπ  и leftγ  — параметры двучленного уравнения состояния для сре-
ды, находящейся слева от начального положения произвольного разрыва: 

( )1p e= ρ γ − − γπ .
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Таблица 1. Конфигурации точного решения задачи Римана 
о распаде произвольного газодинамического разрыва

Тип течения Левая сторона Правая сторона

Ударная 
волна (УВ)

Если U > ξ  и leftP p> , то 

left left left/IW u m= − ρ ,

IW  — скорость УВ,

leftm  — поток газа через УВ 
(см. 2.14).

Если IWξ > , то

, , , T
I IZ R U E P= ⎡ ⎤⎣ ⎦ .

Если IWξ ≤ , то

left left left left, , , TZ u p= ρ ε⎡ ⎤⎣ ⎦

Если U < ξ  и rightP p> , то

right right right/IIW u m= + ρ ,

IIW  — скорость УВ,

rightm  — поток газа через УВ 
(см. 2.15).

Если IIWξ < , то

, , , T
II IIZ R U E P= ⎡ ⎤⎣ ⎦ .

Если IIWξ ≥ , то

right right right right, , ,
T

Z u p⎡ ⎤= ρ ε⎣ ⎦

Волна 
разрежения 
(ВР)

Если U > ξ  и leftP p< , то

left leftIW u c= − , * *
I IW U c= −  — 

границы ВР.

Если *
IWξ > , то

, , , T
I IZ R U E P= ⎡ ⎤⎣ ⎦ .

Если IWξ < , то

left left left left, , , TZ u p= ρ ε⎡ ⎤⎣ ⎦ .

Если * *
I IW W≤ ξ = ξ ≤ , то

* * * *, , ,
T

Z u p⎡ ⎤= ρ ε⎣ ⎦  —
см. (7.2.16)—(7.2.20)

Если U < ξ  и rightP p< , то

right rightIIW u c= + , 

* *
II IIW U c= +   — границы ВР.

Если *
IIWξ < , то

, , , T
II IIZ R U E P= ⎡ ⎤⎣ ⎦ .

Если IIWξ > , то

right right right right, , ,
T

Z u p⎡ ⎤= ρ ε⎣ ⎦ .

Если * *
II IIW W≤ ξ = ξ ≤ , то

* * * *, , ,
T

Z u p⎡ ⎤= ρ ε⎣ ⎦  — 
см. (7.2.21)—(7.2.25)

В случае правой ударной волны поток газа определяется из соотношения

( )( ) ( )( )right
right right right right right right1 1 ,

2
m P p

ρ ⎡ ⎤= + π γ + + + π γ −⎣ ⎦  (7.2.15)
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где rightπ  и rightγ  — параметры двучленного уравнения состояния для среды, 
находящейся справа от начального положения произвольного разрыва.

Значения термодинамических параметров внутри левой волны разряжения 
*

I IW W≤ ξ ≤  ( IW , *
IW  — границы волны разряжения, см. табл. 1) вычисля-

ются из выражений:

* * ,u c= ξ + (7.2.16)

( )left

2
* 1

*
left

left

,c
c

γ −⎛ ⎞
ρ = ρ ⎜ ⎟⎝ ⎠

(7.2.17)

( )
( )left

2
* 1

*
left left left

left

,cp
c

γ −⎛ ⎞
+ π = ρ + π ⎜ ⎟⎝ ⎠

(7.2.18)

( )* * *, ,pε = ε ρ (7.2.19)

где

( )
( )
( )( )left*

left left
left left

12 .
1 1

c c u
γ −

= + − ξ
γ + γ +

(7.2.20)

Для правой волны разряжения *
II IIW W≤ ξ ≤  ( *

IIW , IIW  — границы волны 
разряжения, см. табл. 1) будем иметь:

* * ,u c= ξ − (7.2.21)

( )right

2
* 1

*
right

right

,c
c

γ −⎛ ⎞
ρ = ρ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
(7.2.22)

( ) ( )righ

2
* 1

*
right right right

right

,cp
c

γ −⎛ ⎞
+ π = ρ + π ⎜ ⎟

⎝ ⎠
(7.2.23)
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 ( )* * *, ,pε = ε ρ  (7.2.24)

где

 ( )
( )
( )( )right*

left right
right right

12 .
1 1

c c u
γ −

= + − ξ
γ + γ +

 (7.2.25)

Давление P  на поверхности тангенциального разрыва (рис. 2) находится 
из решения единственного нелинейного уравнения [5]:

 ( ) ( ) ( )left left left right right right left right, , , , ,F P f P p f P p u u= ρ + ρ = −  (7.2.26)

где

 ( )
( )

,
, ,

2
1 ,

1
n

n
n

n n n
n n n n

n
n n

n

P p
P p

c
f f P p

c
P pχ

−⎧ ≥⎪ρ β⎪= ρ = ⎨
⎪ ψ − <
⎪ γ −⎩

при

при

 

 “left”n =  или “right”,n =   (7.2.27)

,n
n

n n

P
p

+ π
ψ =

+ π
 

1
,

2
n

n
n

γ −
χ =

γ
 

1 1
,

2 2
n n

n n
n n

γ + γ −
β = ψ +

γ γ
 .n n

n n
n

p
c

+ π
= γ

ρ

Здесь нижний индекс “left”n =  или “right”n =  соответствует двум раз-
личным уравнениям состояния слева и справа от разрыва соответственно. 
Анализ поведения функции ( )F P  показывает [5], что она является моно-
тонной и выпуклой вверх.

Вследствие этого для численного решения (7.2.26) можно воспользоваться 
итерационным методом Ньютона, при этом положительность первой и непо-
ложительность второй производных обеспечивают сходимость ньютонов-
ских итераций при подходящем выборе начального приближения. В данной 
главе используется итерационный процесс вида

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 ( ) ( )
left right left right

1

rightleft .

m m m m

mm

P P f f u u

ff
P P

+

−

⎡ ⎤= + + − − ×⎣ ⎦

⎡ ⎤∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞⎢ ⎥× +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (7.2.28)
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Здесь 0, 1, 2, ...m =  — порядковый номер итерации, ( )0P  — начальное при-
ближение. В силу неположительности второй производной в качестве ( )0P
может быть выбрано любое число, удовлетворяющее условию

( )( ) ( )0
left right 0.F P u u− − ≤ (7.2.29)

После нахождения значения P  величина скорости U  находится из вы-
ражения

( ) ( )left right right right right left left left
1 , , , , .
2

U u u f P p f P p⎡ ⎤= + + ρ − ρ⎣ ⎦  (7.2.30)

Значения функции ( )F P  при rightP p= , leftP p=  и 
0P p= − =

left rightmax( , )= −π − π равны соответственно:

( ) right left
right right

left left left

,
p p

F p U
c

−
= =

ρ β

где

Рис. 2. График ( )F P  для случая left rightp p<
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left left
left left

left left

1 1
,

2 2
γ + γ −

β = ψ +
γ γ

right left
left

left left

,
p
p

+ π
ψ =

+ π

left left
left left

left

;
p

c
+ π

= γ
ρ

( ) ( )rightright
left left right

right

2
1 ,

1
c

F p U χ= = ψ −
γ −

где

left right
right

right right

,
p
p

+ π
ψ =

+ π

right
right

right

1
,

2
γ −

χ =
γ

right right
right right

right

;
p

c
+ π

= γ
ρ

( ) ( )0 0
2

1 ,
1

n
n

n

c
F p U χ− = = ψ −

γ −

где индекс n  соответствует среде с наибольшим значением параметра π
из двучленного уравнения состояния.

В зависимости от значения left rightu u−  возможна реализация следующих 
случаев:

если • left right leftu u U− > , то right leftP p p> > , и реализуется конфигурация 
течения жидкости с правой и левой ударными волнами;
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если • left left right rightU u u U< − < , то left rightp P p< < , и имеет место конфигу-
рация, состоящая из правой волны разряжения и левой ударной волны;
если • 0 left right leftU u u U< − < , то 0 leftp P p− < < , и имеет место конфигу-
рация, состоящая из правой и левой волн разряжения;
если • left right 0u u U− < , то образуется область вакуума со значениями 

0ρ =  и 0c = .

Если left right 0u u U− > , то уравнение (2.26) имеет единственное решение. 
Случай, когда это уравнение не имеет решения при left right 0u u U− < , рас-
сматривается подробно в [5].

Найденные значения термодинамических переменных слева и справа от 
контактного разрыва , , ,I IR U E P  и , , ,II IIR U E P  позволяют вычислить 
конвективный поток ( )RIM ,L RF W W  в (7.2.2) и (7.2.3), а также поток Ла-
гранжа ( ) ( ) ( )lag

RIM, , ,L R L R L R gF W W F W W W W U= − σ  в (7.2.4), (7.2.5) 
и (7.2.8)—(7.2.11), где ( ),L RW Wσ  — скорость контактного разрыва.

7.3. Модель из пяти уравнений
Численная реализация модели (7.1.2) и особенно модели с учетом испаре-
ния довольно трудоемка. Также недостатком является кратное увеличение 
числа уравнений при многокомпонентном рассмотрении.

Другое направление по созданию более простого и робастного метода рас-
чета многофазных и многокомпонентных потоков связано с рассмотрением 
равновесной модели Kapila [8], которая является приближением нулевого 
порядка модели Baer и Nunziato [3] при условии мгновенной релаксации 
скоростей и давления.



265

Глава 7. Методика моделирования сложных ударно-волновых процессов  
в двухфазных средах в присутствии сил поверхностного натяжения

В примитивных переменных модель (7.1.2) будет иметь вид

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )2 2

2

,

,

1 ,

g

g g
i g l

g gg g g g
i g g l

g g

g g g i g g
g l g

g g g

g g g g g g
g g g i g i g

g g p

g g
i g

g g

V P P
t x

u
V u P P

t x x
u u p P p

u u u
t x x x

P p u e
u c P V u

t x x x

e
P

γ γ

∂α ∂α
+ = μ −

∂ ∂
∂ ρ∂ρ ρ ∂α ρ

+ = − − μ −
∂ ∂ α ∂ α

∂ ∂ ∂ − ∂αλ
+ + = − +

∂ ∂ ρ ∂ α ρ α ρ ∂

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ Γ ∂ ∂α
⎜ ⎟+ + ρ = − ρ − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ α ∂ρ ∂⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞Γ ∂
−μ − ρ ⎜α ∂ρ⎝

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )

( )2 2

,

,

1 ,

g

l

g
g l i g l g

gp

gl ll l l
i l g l

l l

gl l l i l
l l g

l l l l l

gl l l l l
l l l i l i l

l l p

l

l

P P V u u u

u
V u P P

t x x
u u p P p

u u u
t x x x

P p u e
u c P V u

t x x x

⎛ ⎞ Γ
⎜ ⎟ − + λ − −⎟ α⎜ ⎟⎠⎝ ⎠

∂α∂ ρ∂ρ ρ ρ
+ = − + + μ −

∂ ∂ α ∂ α
∂α∂ ∂ ∂ +λ

+ + = − − −
∂ ∂ ρ ∂ α ρ α ρ ∂

⎛ ⎞ ∂α⎛ ⎞∂ ∂ ∂ Γ ∂
+ + ρ = − − ρ − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ α ∂ρ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

Γ
+μ

α ( ) ( )( )2 ,
l

l l
i l g l i l l g

l lp

e
P P P V u u u

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ∂ Γ

− ρ − − λ − −⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ α⎝ ⎠⎝ ⎠⎪⎩

 (7.3.1)

где ( ),g g ge e P= ρ , ( ),l l le e P= ρ  — внутренние энергии каждой из фаз;

2

g

g

g g

gg p
g

g

g

p e

c
e
p

ρ

⎛ ⎞∂
− ⎜ ⎟∂ρρ ⎝ ⎠

=
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

, 

2

l

l

l l

ll p
l

l

l

p e

c
e
p

ρ

⎛ ⎞∂
− ⎜ ⎟∂ρρ ⎝ ⎠

=
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 — скорости звука каждой из фаз;

1

g

g
g

g g

p
e

ρ

⎛ ⎞∂
Γ = ⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠

; 
1

l

l
l

l l

p
e

ρ

⎛ ⎞∂
Γ = ⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠

.
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При выводе (7.3.1) из (7.1.2) использовались следующие соотношения:

k k

k k k k k

k k p

e e p e
t p t t

ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ρ
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ρ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 
k k

k k k k k

k k p

e e p e
x p x x

ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ρ
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ρ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

Система (7.3.1) может быть записана в виде

( ) ( )W F W W
t

∂
= + Φ

∂
,
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g
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g
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Чтобы перейти от (7.3.1) к модели с общими величинами скорости и давле-
ния, рассматриваются предельные соотношения для мгновенной механиче-
ской релаксации [9]:

 

1

 0.
1

μ =
ε ε →

λ =
ε

при  (7.3.2)

С учетом (7.3.2) систему (7.3.1) можно также записать в виде

 ( ) ( )
,

WW F W
t

ψ∂
= +

∂ ε
 (7.3.3)
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где
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u u

e
P P P V u u u

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

ρ⎜ ⎟
− −⎜ ⎟α⎜ ⎟

⎜ ⎟
−⎜ ⎟

α ρ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞Γ ∂ Γ

⎜ ⎟− − ρ − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟α ∂ρ αψ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟ρ

−⎜ ⎟α⎜ ⎟
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
α ρ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞Γ ∂ Γ⎜ ⎟− ρ − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟α ∂ρ α⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

Если состояние двухфазной системы W  представить в виде возмущения 
около состояния механического равновесия в виде ( )2

0 1W W W Oε = + ε + ε , 
то систему (7.3.3) можно представить так:

( ) ( )0 1
0 0( )

F WW W
F W W

t t W
∂∂ ∂

+ ε = + ε ×
∂ ∂ ∂

( ) ( ) ( )2
1 0 0 1

1 ( ) .
W

W W W W O
W

∂ψ
× + ψ + × + ε

ε ∂
Учитывая, что в равновесном состоянии ( g l iu u V= = , g l ip p P= = ) 

( )0 0Wψ = , и пренебрегая членами второго порядка малости, можно по-
лучить:

( ) ( )0
0 0 1( ) .

WW
F W W W

t W
∂ψ∂

= + ×
∂ ∂

(7.3.4)
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Рассмотрим в (7.3.1) уравнения для давлений:

( )

( ) ( )( )

( )

2 2

2

2 2

g

g

l

g g g g g g
g g g i g i g

g g p

g g g
i g g l i g l g

g g gp

gl l l l l
l l l i l i l

l l p

l
i

l

P p u e
u c P V u

t x x x

e
P P P V u u u

P p u e
u c P V u

t x x x

P

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ Γ ∂ ∂α
⎜ ⎟+ + ρ = − ρ − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ α ∂ρ ∂⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞Γ ∂ Γ
⎜ ⎟−μ − ρ − + λ − −⎜ ⎟α ∂ρ α⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ∂α⎛ ⎞∂ ∂ ∂ Γ ∂
+ + ρ = − − ρ − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ α ∂ρ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

Γ
+μ

α ( ) ( )( )2 .
l

l l
l g l i l l g

l lp

e
P P V u u u

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ Γ⎪ − ρ − − λ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟∂ρ α⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

Применяя (7.3.4) к этой системе для состояния вблизи механического рав-
новесия, с учетом

2

2
2

ñ

g

k k

g

k k

kk p k k k k
k k k k k

k k kkk p p

k

p e

p e e
c p

e
p

⎛ ⎞∂
− ⎜ ⎟∂ρρ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ Γ ∂

= = ρ Γ − = − ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ ρ ∂ρρ⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

можно получить:

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

0 0
2 20 0 0 0 1 1

0

20 0

0

0 0
2 20 0 0 0 1 1

0

20 0

0

,

,

g

l

g g g g
g g g g g l

gg p

g g

g

l l l l
l l l l g l

ll p

l l

l

dP u e
c p P P

dt x

c

dP u e
c p P P

dt x

c

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ Γ ∂⎪ ⎜ ⎟+ ρ = − − ρ − =⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ρα ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪

ρ⎪
= −⎪ α⎪

⎨
⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ Γ ∂⎪ + ρ = − ρ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ρα⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪ ρ⎪=
⎪ α⎩

 (7.3.5)
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где d u
dt t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
.

Учитывая, что 
0 0

g ldP dP
dt dt

= , из (7.3.5) можно получить:

 
( ) ( )
( ) ( )

220 0 0 0
1 1

22 0 00 0

0 0

.l l g g
g l

g gl l

l g

c c uP P
xcc

ρ − ρ ∂
− =

∂ρρ
+

α α

 (7.3.6)

Подставляя оценку (7.3.6) в уравнение для объемной доли, можно полу-
чить систему уравнений, описывающих двухфазную среду в механическом 
равновесии (уравнения для импульсов и для энергий фаз складываются, 
и вместо четырех уравнений в (7.1.2) получается два):

 

( )

( )

2 2

22

2

,

0, 0,

0,

0,

g g l l g g

g gl l

g l

g g g g l l l l

c c uu
t x xcc

u u
t x t x

u Pu
t x

u E PE
t x

⎧ ∂α ∂α ρ − ρ ∂
+ =⎪

∂ ∂ ∂ρρ⎪ +⎪ α α
⎪
⎪ ∂α ρ ∂α ρ ∂α ρ ∂α ρ⎪ + = + =⎨ ∂ ∂ ∂ ∂
⎪

∂ ρ +∂ρ⎪ + =⎪ ∂ ∂⎪
∂ ρ +∂ρ⎪ + =⎪ ∂ ∂⎩

 (7.3.7)

где g g l lρ = α ρ + α ρ  — плотность двухфазной смеси; 
2

2
uE e= +  — полная 

энергия смеси; ( ) ( ), ,g g g l l le Y e P Y e P= ρ + ρ  — внутренняя энергия смеси; 

g g
gY

α ρ
=

ρ
 — массовая доля газовой фазы; l l

lY
α ρ

=
ρ

 — массовая доля 

жидкой фазы; ( ),g g ge e P= ρ , ( ),l l le e P= ρ  — каждая фаза описывается 

собственным уравнением состояния; ( ),g g gc c P= ρ , ( ),l l lc c P= ρ  — ско-
рости звука каждой из фаз.

Если каждая фаза описывается уравнением состояния вида

 ( )1p e= γ − ρ − γπ  (7.3.8),
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то уравнение состояния смеси можно записать следующим образом:

 ( ) 1 1
, , , .

1 1

g g g l l l

g l
g l

g l

g l

e

p e

⎛ ⎞α γ π α γ π
ρ − +⎜ ⎟γ − γ −⎝ ⎠

ρ α α = α α
+

γ − γ −

 (7.3.9)

В присутствии ударных волн система (7.3.7) дополняется следующими со-
отношениями (в приближении слабых волн) [10]:

( ) ( )
0 0

0 0

0 2
0

0 0
0 0

0 0

, ,

,

1 1 0,

1 1 1 10, 0,
2 2

g g l l

g g l l
g lg l

Y Y Y Y

u u m

P P m

P P P Pe e e e

= =

ρ − σ = ρ − σ =

⎛ ⎞
− + − =⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +
− + − = − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.3.10)

где σ  — скорость ударной волны, а индекс «0» означает невозмущенное 
состояние.

В данной модели каждая фаза описывается собственным уравнением со-
стояния и имеет собственное значение энтропии. Этим обеспечивается 
возможность присутствия нестабильных состояний (перегретой жидкости), 
а также возможность рассчитывать массообмен как кинетический процесс, 
а не как термодинамический в случае кубического уравнения состояния [9]. 
В этом случае скорость звука двухфазной смеси определена для любого со-
стояния данной смеси. Параметры уравнений состояния фаз связаны усло-
вием согласованности с фазовой кривой при достижении равновесного со-
стояния по температуре и химическому потенциалу [7].

Для уравнения состояния вида

 ( ) ( ),
1

Pe P q+ γπ
ρ = +

γ − ρ
 (7.3.11)

или
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 ( ) ( ), ,
1 v

PP
C T

+ π
ρ ρ =

γ −
 (7.3.12)

где T  — температура; vC  — теплоемкость при постоянном объеме; γ , 
π   — константы, характеризующие свойства вещества; q  — базовая энер-
гия фазы в заданном состоянии, это условие будет следующим:

 ( ) ( )ln ln ln ,g l
Bp A C T D p
T

+ π = + + + + π  (7.3.13)

где

( ) ( )
( )( )

' '

;
1

l v g v g ll g

g v g

C C q q
A

C

γ − γ + −
=

γ −

( )( )
;

1
l g

g v g

q q
B

C

−
=

γ −

( ) ( )
( )( )

;
1

g v l vg l

g v g

C C
C

C

γ − γ
=

γ −

( )( )
( )( )

1
.

1
l v l

g v g

C
D

C

γ −
=

γ −

При этом параметры ( )p g
C , ( )p l

C , gq , lq , gπ , lπ , gγ , lγ  находятся из тре-
бования наилучшего согласия с экспериментальными линиями насыщения 

( )SATp T , ( )gh T , ( )lh T , ( )g Tρ , ( )l Tρ  в предположении линейной зависи-
мости энтальпии от температуры: p vh C T q C T q= + = γ + .

Основные уравнения с учетом теплообмена и массообмена также получают-
ся из неравновесной (у каждой фазы разные скорости и давления) модели 
Baer и Nunziato [3]. Учет межфазового теплообмена в пределе мгновенной 
механической релаксации неравновесной модели приводит систему (7.3.7) 
к следующему виду:
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( )

( )

g
2 2

g

2 22 2

. .

2

,

; ,

0,

0,

l

lg g l l g g g

Ig g g gl l l l

g l g l

g g g g l l l l
g g

Q
c c Yuu

t x xc cc c

u u
Y Y

t x t x
u Pu

t x
u E PE

t x

⎧ ⎛ ⎞ΓΓ
+⎪ ⎜ ⎟α α∂α ∂α ρ − ρ ρ⎝ ⎠⎪ ∂

+ = + +⎪ ∂ ∂ ∂ ρρ ρρ ρ⎪ + +
⎪ α α α α
⎪⎪ ∂α ρ ∂α ρ ∂α ρ ∂α ρ⎨ + = ρ + = −ρ
⎪ ∂ ∂ ∂ ∂
⎪ ∂ ρ +∂ρ⎪ + =⎪ ∂ ∂
⎪

∂ ρ +∂ρ⎪ + =⎪ ∂ ∂⎩

�

 (7.3.11)

где 1Yρ �  — поток массы от фазы l  к фазе g ; Iρ  — модельный параметр;

( )l g IQ H T T hS= − = ; h  — коэффициент конвективной теплопередачи; 

IS  — интерфейсная поверхность теплообмена.

Выражения для скорости испарения gY�  и интерфейсной плотности Iρ
определяются из анализа соотношений для энтропии двухфазной смеси. 
Комбинируя уравнения для импульса и полной энергии двухфазной смеси 
из системы (7.3.11), можно получить:

1

0.
d

de p
dt dt

⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

+ = (7.3.12)

Выражение (3.12) можно также представить в виде

( )
1 1

0,gg ll
g l g l g

d d
de de

Y p Y p h h Y
dt t dt t

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

�  (7.3.13)

где 
1

k k
k

h e p= +
ρ

 — энтальпия фазы k .
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Далее, используя в (7.3.13) соотношения Гиббса 

1

kk k
k

d
de ds

p T
dt dt dt

⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

+ =  
для каждой фазы, можно получить:

 ( ) 0.g l
g g l l g l g

ds ds
Y T Y T h h Y

dt dt
+ + − =�  (7.3.14)

В выражении (7.3.14) функции 1ds
dt

 и 2ds
dt

 являются модельными параме-

трами, которые необходимо определить.

Используя условие равенства давлений каждой из фаз ( )1 1 1,p sρ =  
( )2 2 2,p s= ρ  , можно записать:

.
l lg g

g g g g l l l l

g g l lSS

p d p ds p d p ds
dt s dt dt s dt

ρρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ρ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ρ ∂
+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ ∂ ∂ρ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (7.3.15)

С учетом определения скорости звука и коэффициента Грюнайзена для 

каждой из фаз 2

k

k
k

k S

p
c

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠

 и k

k

k
k k

k

p
T

s
ρ

⎛ ⎞∂
= ρ Γ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

, соответственно, выраже-

ние (7.3.15) примет вид

 2 2
g .g g l l

g g g l l l l

d ds d ds
c T c T

dt dt dt dt
ρ ρ

+ ρ Γ = + ρ Γ  (7.3.16)

Уравнения (7.3.14) и (7.3.16) образуют систему с двумя неизвестными 

gds
dt

 и lds
dt

:

 

( )

( )

2 2

2 2
g

,

.

g g l l g gl
g

g l

gl
l l g l l g l g

g g l l g l l
l

g l

gl
g l g g g l g

ds
T

dt

dd
Y c c h h Y

dt dt

ds
T

dt

dd
Y c c h h Y

dt dt

⎧ ⎛ ⎞α ρ α ρ Γ Γ
⎪ + =⎜ ⎟ρ α α⎝ ⎠⎪
⎪

ρ⎛ ⎞ρ⎪ = − − ρ Γ −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎨

⎛ ⎞α ρ α ρ Γ Γ⎪ + =⎜ ⎟⎪ ρ α α⎝ ⎠⎪
⎪ ρ⎛ ⎞ρ⎪= − − − ρ Γ −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

�

�

 (7.3.17)
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Выражения для производных ld
dt
ρ

 и gd
dt
ρ

 можно получить из второго 

и третьего уравнений системы (7.3.11). Тогда система (7.3.17) примет вид

( )

( )

( )
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2 2
2 2

2 2
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l
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⎛ ⎞⎛ ⎞ρ αρ
= + − ρ − ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟α α⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
−ρ + − ρ Γ −⎜ ⎟α α⎝ ⎠
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⎛ ⎞ρ αρ
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( )
2 2

g .g l
g g g g l g

g l

u

c c
Y Y h h Y

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
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G

� �

 (7.3.18)

Выражая производную gd
dt
α

 из первого уравнения системы (7.3.11), мож-

но привести систему (7.3.18) к виду
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 (7.3.19)

Таким образом, производные gds
dt

 и lds
dt

 являются функцией теплообме-

на, массообмена и интерфейсной плотности Iρ . Третий член в (7.3.19)
связан с процессом релаксации давления при массообмене. Этот изоэн-
тропический процесс сопровождается испусканием акустических волн 
малой амплитуды [9]. В предположении изоэнтропии релаксации давле-
ния при испарении вклад третьего члена в (7.3.19) в изменение энтропии 
становится нулевым. Это позволяет получить выражение для интерфейс-
ной плотности:

2 2

2 2
.

g g l l

g l
I

g l

g l

c c

c c

ρ ρ
+

α α
ρ =

+
α α

(7.3.20)

Теперь окончательный вид двухфазной модели из пяти уравнений с учетом 
теплообмена и массообмена будет иметь вид
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(7.3.21)

где давление двухфазной смеси определяется из следующего уравнения 
состояния:

( )
( ) 1 1

, , , , , .

1 1

g g g l l l
g g l l

g l
g l g l

g l

g l

e Y q Y q

p e Y Y

⎛ ⎞α γ π α γ π
ρ − − − +⎜ ⎟γ − γ −⎝ ⎠

ρ α α = α α
+

γ − γ −

 (7.3.22)

Записывая второй закон термодинамики для двухфазной среды

( )div 0,s su
t

∂ρ
+ ρ ≥

∂
G

где 1 1 2 2s Y s Y s= + , и используя систему (7.3.19), можно получить соотно-
шение

( ) ( )
2

0,

g g l l

l g g l
l g g

g l

g l

T T
H T T

g g Y

Γ Γ
+

− α α
+ − ≥Γ Γρ

+
α α

�  (7.3.23)
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где 

g l
g l

g l
k k k

g g l l

g l

T T

g h sT T

⎛ ⎞Γ Γ
+⎜ ⎟α α⎝ ⎠

= − Γ Γ
+

α α

 — эффективная энергия Гиббса фазы k .

Видно, что выполнение второго закона термодинамики обеспечивается 
в предположении, что

( ),g l gY g g= ν −� (7.3.24)

где ν  — положительный параметр, определяющий скорость перехода двух-
фазной системы в равновесное состояние при релаксации.

Явно оценить величины H  и ν , контролирующие процессы теплообмена 
и массообмена, довольно трудно. Вместо этого используется процедура 
мгновенной релаксации температур и энергий Гиббса только в выбранных 
областях, а именно вблизи межфазовых интерфейсов. Вдали от этих интер-
фейсов величины H  и ν  полагаются равными нулю:

, 1 ,
,

0 ,
gH

+∞ ε ≤ α ≤ − ε⎧⎪ν = ⎨
⎪⎩

если

в иных случаях
(7.3.25)

где ε  — малый параметр, определяющий наличие метастабильных со-
стояний.

Главным условием появления нестабильных состояний в двухфазной среде 
является превышение температуры насыщения при данном давлении:

( ).kT T p>
насыщ.

 (7.3.26)

В случае выполнения условий (3.26) и 1gε ≤ α ≤ − ε  для расчета массо-
обмена и теплообмена в двухфазной среде на интерфейсной границе вы-
полняется численное интегрирование членов-источников в правой части 
системы уравнений (7.3.21).

Неизвестные величины Q  и 
.

gY  определяются в предположении мгновен-
ной релаксации температур и химических потенциалов. Это означает, что 
при численном интегрировании в конце каждого временно́го шага достига-
ется равенство температур и химических потенциалов каждой из фаз. Важ-
но повторить, что такое равновесное состояние реализуется только вблизи 
интерфейсной границы раздела фаз, вдали от этого интерфейса двухфаз-
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ная среда может находиться в неравновесном по температуре и химическо-
му потенциалу состоянии.

.
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 (7.3.27)

Временна́я эволюция разности температур и потенциалов Гиббса может 
быть выражена с использованием (7.3.27) следующим образом [9]:

' '
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T AQ BY
t
g A Q B Y
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∂Δ⎧ = +⎪⎪ ∂
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(7.3.28)

где
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Наиболее простой способ численной аппроксимации системы (7.3.28) для 
двух последовательных моментов времени nt  и 1nt + , соответствующих ги-
дродинамическому шагу при численном решении системы (7.3.7), может 
быть записан в виде
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Значения переменных с верхним временным индексом n  в (7.3.29) соот-
ветствуют величинам, полученным в результате решения гиперболической 
системы (7.3.7). Переменные в момент времени 1nt +  соответствуют оконча-
тельным значениям, вычисленным с учетом как гидродинамических эффек-
тов, так и теплообмена и массообмена. Так как в конце каждого временно́го 

шага состояние системы является равновесным: ( ) 1 0nT +Δ =  и ( ) 1 0ng +Δ = , 
то явный вид параметров теплообмена и массообмена будет следующим:
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 (7.3.30)

Выражения (7.3.30) позволяют вычислить значения величин 
g

Sα  и .
gY

S
в правой части системы (7.3.27). Однако такая оценка не обеспечивает 
положительность объемной и массовой долей, получаемых при численном 
интегрировании системы (7.3.27). Поэтому при вычислении величин 

g
Sα  и

.
gY

S  вводятся специальные ограничители.
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Ограничитель для параметра .
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 (7.3.32)
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Если max, g gYS Sα>  и .max, g
g

Y
Y

S S> , то численное интегрирование системы 

(7.3.27) с оценками (7.3.30) может быть выполнено с использованием ги-
дродинамического временно́го шага 1n nt t t+Δ = − . В противном случае, 

если max, g g
S Sα α≤ , то вычисляется величина отношения 

max, g

g

g

S
R

S
α

α
α

= , 

и численное интегрирование системы (7.3.27) на временно́м шаге tΔ  вы-

полняется с временны́ми шагами 
2g
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Δ
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ние системы (7.3.27) выполняется с временны́ми шагами 
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Если max, g g
S Sα α≤  и .max, g

g
Y

Y
S S≤ , то ( )min ,

2g gY
tt R Rα

Δ
Δ =

хим
.

Модель (7.3.7), (7.3.10) обладает следующими недостатками:

1. Даже в случае получения точного решения задачи Римана с использо-
ванием соотношений (7.3.10) сходимость к точному решению достигается 
не всегда, что связано с присутствием неконсервативных членов. Усредне-
ние неконсервативных членов в расчетной ячейке не имеет физического 
смысла, поэтому средние величины находятся с использованием процеду-
ры релаксации [11; 12]. Для получения точного решения при распростра-
нении ударной волны через интерфейс, разделяющий двухфазные смеси, 
необходимо вводить искусственный теплообмен. При этом распределение 
внутренней энергии между компонентами в двухфазной смеси получается 
корректным.

2. Положительность объемной доли в присутствии ударных волн и сильных
волн расширения сохраняется не всегда.

3. Зависимость скорости звука двухфазной смеси:

2 2 2
eq

1 g l

g g l lc c c
α α

= +
ρ ρ ρ

(7.3.33)

от объемной доли крайне немонотонна (см. рис. 3), что приводит к нару-
шению хронологии при распространении ударной волны через интерфейс, 
разделяющий фазы. Вычисленная из (7.3.33) скорость звука оказывается 
меньше вмороженной скорости
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2 2 2 ,f g g l lc Y c Y c= + (7.3.34)

с которой распространяются акустические возмущения. В результате воз-
мущения проходят через интерфейсную диффузионную область с задерж-
кой [13].

Рис. 3. Зависимость скорости звука равновесной смеси от объемной доли для 
смеси воды и воздуха в модели (7.3.7), (7.3.10)

7.4. Модель из шести уравнений
Для устранения перечисленных недостатков модели (7.3.7), (7.3.10) была 
введена формальная возможность сохранения разных давлений в двухфаз-
ной среде. Получающаяся модель состоит из шести уравнений и может быть 
получена из модели Baer и Nunziato [3] в асимптотическом пределе мгно-
венной релаксации скорости:
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 (7.4.1)

Величина интерфейсного давления вычисляется как асимптотический пре-
дел интерфейсного давления в симметричной неравновесной модели Baer 
и Nunziato [3] из семи уравнений [14]:

,l g g l
I

g l

Z P Z P
P

Z Z
+

=
+

(7.4.2)

где g g gZ c= ρ ; l l lZ c= ρ .

Модель (7.4.1) обеспечивает положительность объемной доли и монотон-
ность скорости звука двухфазной смеси (7.3.34). Эта модель является ги-
перболической со скоростями волн ,fu c+  ,fu c−  u  и рассматривается 
как промежуточный шаг при решении системы уравнений (7.3.7).

Комбинация уравнений для внутренней энергии с уравнениями непрерыв-
ности и импульса из (7.4.1) позволяет получить дополнительное уравнение 
для полной энергии двухфазной смеси:
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2

2

2
0.

g g l l

g g l l g g l l

uY e Y e

t
uu Y e Y e P P

x

⎛ ⎞
∂ρ + +⎜ ⎟⎝ ⎠

+
∂

⎛ ⎞⎛ ⎞
∂ ρ + + + α + α⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

+ =
∂

 (7.4.3)
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Это уравнение позволяет исправить неточности, которые возникают при 
численном разрешении неконсервативных уравнений для внутренних энер-
гий в присутствии ударных волн.

Модель (7.4.1), (7.4.3) дополняется следующими соотношениями на фрон-
те ударной волны:

( ) ( )
( ) ( )
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0 2
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0
0

0

0
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0
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0

0

,

,

1 1 0,
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2
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1 1 0,
2

,

g g g g g

l l l l l

g g
g g

g g

l l
l l

l l

g g

u u m

u u m

P P m

P Pe e

P P
e e

P P
e e

α ρ − σ = α ρ − σ =

α ρ − σ = α ρ − σ =

⎛ ⎞
− + − =⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞+
− + − =⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞+
− + − =⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞+
− + − =⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

α = α

(7.4.4)

где g g l lP P P= α + α ; g g l le Y e Y e= + ; g lm m m= + ; 
1 1 1

g l
g l

Y Y= +
ρ ρ ρ

.

Численное решение системы (7.4.1) разбивается на два этапа. На первом 
этапе решается гиперболическая часть с применением римановского сол-
вера. При этом точность определения новых значений внутренних энер-
гий каждой из фаз не так важна, так как эти значения будут более точно 
определены на следующем этапе решения системы (7.4.1). На втором этапе 
учитывается влияние релаксационных членов:
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,

.

g
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l l

g g g
I g l

l l l
I g l

P P
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u
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e
P P P

t
e

P P P
t

∂α⎧
= μ −⎪ ∂⎪

∂α ρ⎪
=⎪ ∂⎪

∂α ρ⎪ =⎪⎪ ∂⎨
∂ρ⎪ =⎪ ∂

⎪ ∂α ρ⎪ = − μ −
⎪ ∂
⎪ ∂α ρ⎪ = μ −
⎪ ∂⎩

(7.4.5)

Следующая поправка значений внутренних энергий каждой фазы вычисля-
ется с использованием уравнения для полной энергии смеси (7.4.3), кото-
рое записано в консервативной форме. Далее из уравнения состояния сме-
си (7.3.9) или (7.3.22) находится новое окончательное значение давления. 
Новые значения внутренних энергий вычисляются из уравнений состояния 
каждой из фаз:

( ), , ,g g g g ge e P= α ρ α  ( ), , .l l l l le e P= α ρ α

7.4.1. Поверхностное натяжение 
в модели из шести уравнений

Бездиссипативная механически равновесная модель двухфазной или двух-
компонентной среды с учетом поверхностного натяжения получается с ис-
пользованием принципа наименьшего действия Гамильтона. Эта модель 
имеет следующий вид [15]:
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G

G G G G

G
G G

G

G
G G

 (7.4.6)

где параметр m  характеризует интерфейсную границу раздела фаз 
( 1m =  — резкая граница, 1m >  — граница не резкая, а размытая и имеет 
конечную толщину), причем λ  при 1m =  совпадает с коэффициентом по-
верхностного натяжения;

g g l lρ = α ρ + α ρ ; l l
lY

α ρ
=

ρ
; lw Y= ∇G

 — параметр «порядка»;

m m
g g g l l lE w e e w

m m
λ λ

= ρε + = α ρ + α ρ +G G
; 

1 m mm w wT p w I w I
m w w

⎛ ⎞−⎛ ⎞= − + λ + λ − ⊗⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G GG G
G G .

Для устранения недостатков, возникающих при численном решении урав-
нений механически равновесной модели (7.4.6), вводится формальная 
возможность сохранения разных давлений в двухфазной среде. Тогда по 
аналогии с (7.4.1) механически неравновесная по давлению модель для 
прямого моделирования сжимаемых двухфазных потоков с учетом капил-
лярных эффектов будет иметь вид
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 (7.4.7)

где 1 1 2 2p p p= α + α ; μ  — коэффициент релаксации.

Для замыкания системы (7.4.7) необходимо дополнительное уравнение 
для энергии или энтропии. Уравнение для полной энергии можно преоб-
разовать к виду [15]

div 0.u p u
t

∂ε⎛ ⎞ρ + ∇ε + =⎜ ⎟⎝ ⎠∂
G G

(7.4.8)

С учетом (4.8) и второго уравнения системы (7.4.7) легко получить

( ) ( )div div 0.u p u
t

∂ ρε
+ ρε + =

∂
G G

(7.4.9)

Выражение (7.4.9) можно представить в виде суммы двух уравнений:

( ) ( ) ( )div divg g g
g g g g g I g l

e
u e p u P p p

t

∂ α ρ
+ α ρ + α = − μ −

∂
G G

и

( ) ( ) ( )div div ,l l l
l l l l l I g l

e
u e p u P p p

t
∂ α ρ

+ α ρ + α = μ −
∂

G G
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где l g g l
I

g l

Z p Z p
P

Z Z
+

=
+

— интерфейсное давление; g g gZ c= ρ ; l l lZ c= ρ .

Окончательно механически неравновесная по давлению модель для прямо-
го моделирования сжимаемых двухфазных потоков с учетом капиллярных 
эффектов будет иметь вид
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 (7.4.10)

Численное решение системы (7.4.10) выполняется в два этапа. На первом 
этапе решается гиперболическая часть системы (7.4.10):
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 (7.4.11)

На втором этапе учитывается релаксация давлений в предположении мгно-
венной релаксации ( μ → +∞ ):
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 (7.4.12)

Значения параметра «порядка» lw Y= ∇G
 пересчитываются вначале каждо-

го временно́го шага.

В явном виде для трехмерного случая система (7.4.11) имеет вид
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 (7.4.13)
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Численное решение уравнений системы (7.4.13) (за исключением первого) 
находится с применением схемы Годунова:
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( ) ( )
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 (7.4.14)
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Величины консервативных потоков , ,F G H  находятся с применением 
HLLC солвера.

Решение неконсервативного уравнения для переноса объемной доли — 
первое уравнение системы (7.4.13) — находится следующим образом:
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 (7.4.15)

Решение неконсервативных уравнений для внутренней энергии каждой из 
фаз — десятое и одиннадцатое уравнения системы (7.4.13) — находится 
так:
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Значения термодинамических параметров со звездочкой относятся к цен-
трам боковых поверхностей объемной ячейки и вычисляются, как и величи-
ны консервативных потоков , ,F G H , с применением HLLC солвера.

7.4.2. HLLC солвер для неравновесной по давлению 
двухфазной модели с учетом поверхностного натяжения

HLLC солвер записывается для трех направлений — X, Y и Z. В HLLC солвере 
рассматривается конфигурация из трех волн: левой, средней и правой 
(рис. 4). Соответствующие скорости распространения этих волн: LS , MS  и 

RS  оцениваются априори.

Рис. 4. Конфигурации волн в HLLC солвере

Для направления X система (7.4.13) будет иметь вид
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 (7.4.18)

Значения скоростей LxS  и RxS  находятся следующим образом:

( ) ( )( )min , ,Lx x Lx x RxLx Rx
S u c u c= − −

( ) ( )( )min , ,Rx x Lx x RxLx Rx
S u c u c= + +

(7.4.19)

где 

2 2

1 ;
g l

g g l l

c

c c

=
⎛ ⎞α α

ρ +⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

 gc  и lc  — фазовые скорости звука.
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( ) ( )* .l l LxLx
Y Y= (7.4.30)

В предположении о постоянстве объемной доли в отсутствие релаксации 
давления:

( ) ( )*
g gRx Rx

α = α (7.4.31);
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l l RxRx

α = α (7.4.32);
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( ) ( )*
l l LxLx
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−
(7.4.35);
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(7.4.36);

( ) ( ) ( )* Rx x Rx
x x RxRx

Rx Mx

S u
w w

S S
−

=
−

(7.4.37);
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(7.4.38);
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 (7.4.39)

где
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Соотношения (7.4.19)—(7.4.45) используются для вычисления потока 
вдоль оси X в схеме (7.4.14)
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а также значений параметров для вычисления производных вдоль оси X 
в (7.4.15)—(7.4.17).

Для направления Y система (7.4.13) будет иметь вид
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 (7.4.46)

Значения скоростей LyS  и RyS  находятся следующим образом:
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( ) ( )( )min ,Ly y Ly y RyLy Ry
S u c u c= − − , 

( ) ( )( )min , ,Ry y Ly y RyLy Ry
S u c u c= + +

(7.4.47)
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; gc  и lc  — фазовые скорости звука.
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( ) ( )* ;x x RyRy
u u= (7.4.49)
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В предположении о постоянстве объемной доли в отсутствие релаксации 
давления:

( ) ( )* ,g gRy Ry
α = α (7.4.59)
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α = α (7.4.60)
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ρ = α ρ + α ρ

 ( ) ( ) ( )
* ;

y RyRy
g gRy Ry

My Ry

u S

S S

−
ρ = ρ

−
 (7.4.68)

 ( ) ( )
( )

* ;
y RyRy

l l RyRy
My Ry

u S

S S

−
ρ = ρ

−
 (7.4.69)

 ( ) ( ) ( )
* ;

y LyLy
g gLy Ly

My Ly

u S

S S

−
ρ = ρ

−
 (7.4.70)
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( ) ( )
( )

* ;
y LyLy

l l LyLy
My Ly

u S

S S

−
ρ = ρ

−
(7.4.71)

( ) ( )( )
( )( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

* *

*

*

1 1
;

1 1

g gy Ry

g g g gRy Ry
g g gRy

g g g gRy Ry

p f

p

= ρ =

γ − ρ − γ + ρ
= + π − π

γ − ρ − γ + ρ

 (7.4.72)

( ) ( )( )
( )( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

* *

*

*

1 1
.

1 1

l ly Ry

l l l lRy Ry
l l lRy

l l l l RyRy

p f

p

= ρ =

γ − ρ − γ + ρ
= + π − π

γ − ρ − γ + ρ

 (7.4.73)

Соотношения (7.4.47)—(7.4.73) используются для вычисления потока 
вдоль оси Y в схеме (7.4.14)

2, , 0, , 0, +y y x x y y z z x yG u Y u w u w u w u u u
⎛
⎜= ρ ρ + + ρ
⎜⎝

2
2

2+ , 1 , ,
T

x y y z y
y g g l l z y

w w w w w
u p p w u u

w ww

⎞⎛ ⎞
λ ρ + α + α − λ − ρ + λ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎠

а также значений параметров для вычисления производных вдоль оси Y 
в (7.4.15)—(7.4.17).

Для направления Z система (7.4.13) будет иметь вид
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∂ ∂
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∂ ∂
∂ ρ ∂ ρ

+ =
∂ ∂
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∂
∂

=
∂

∂ + +∂
+ =

∂ ∂
⎛ ⎞∂ ρ + λ⎜ ⎟∂ ρ ⎝ ⎠
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∂ ∂

⎛ ⎞
∂ ρ + λ⎜ ⎟∂ ρ ⎝ ⎠

+ =
∂ ∂

⎛ ⎞⎛ ⎞
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+ =
∂ ∂

( ) ( )

( ) ( )

,

0

0.

g g g z g g g z
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l l l z l l l z
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p
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⎧
⎪
⎪
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

∂ α ρ ∂ α ρ⎪ ∂
+ + α =⎪ ∂ ∂ ∂⎪

⎪ ∂ α ρ ∂ α ρ ∂
+ + α =⎪

∂ ∂ ∂⎪
⎪⎩

 (7.4.74)

Значения скоростей LzS  и RzS  находятся следующим образом:

( ) ( )( )min ,Lz z Lz z RzLz Rz
S u c u c= − − ,

( ) ( )( )min , ,Rz z Lz z RzLz Rz
S u c u c= + +

(7.4.75)
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где 

2 2

1

g l

g g l l

c

c c

=
⎛ ⎞α α

ρ +⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

, gc  и lc  — фазовые скорости звука.

 
( )

( ) ( )
* ,z

Mz z
Rz Rz Lz Lz Rz z Lz zRz Lz

A
S u

S S u u
= =

ρ − ρ − ρ + ρ
 (7.4.76)

где

( ) ( )2
2

21 z Lz
z Lz z Lz LzLz

Lz

w
A u p w

w

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= ρ + − λ − −⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

( ) ( )2
2

21 z Rz
Rz z Rz RzRz

Rz

w
u p w

w

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟− ρ + − λ − −⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

( ) ( ) ;Lz Lz z Rz Rz zLz Rz
S u S u− ρ + ρ

 ( ) ( )* .x x RzRz
u u=  (7.4.77)

 ( ) ( )* ;x x LzLz
u u=  (7.4.78)

 ( ) ( )* ;y yRz Rz
u u=  (7.4.79)

 ( ) ( )* ;y yLz Lz
u u=  (7.4.80)

 ( ) ( )* ;x x RzRz
w w=  (7.4.81)

 ( ) ( )* ;x x LzLz
w w=  (7.4.82)

 ( ) ( )* ;y yRz Rz
w w=  (7.4.83)
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( ) ( )* ;y yLz Lz
w w= (7.4.84)

( ) ( )* ;l l RzRz
Y Y= (7.4.85)

( ) ( )* .l l LzLz
Y Y=  (7.4.86)

В предположении о постоянстве объемной доли в отсутствие релаксации 
давления:

( ) ( )* ;g gRz Rz
α = α (7.4.87)

( ) ( )* ;l l RzRz
α = α (7.4.88)

( ) ( )* ;g gLz Lz
α = α (7.4.89)

( ) ( )* ;l l LzLz
α = α (7.4.90)

( )* ;Rz z Rz
Rz Rz

Rz Mz

S u
S S

−
ρ = ρ

−
(7.4.91)

( )* ;Lz z Lz
Lz Lz

Lz Mz

S u
S S

−
ρ = ρ

−
(7.4.92)

( ) ( ) ( )* ;Rz z Rz
z z RzRz

Rz Mz

S u
w w

S S
−

=
−

(7.4.93)

( ) ( ) ( )* ;Lz z Lz
z z LzLz

Lz Mz

S u
w w

S S
−

=
−

(7.4.94)
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( ) ( )( ) ( )
( )
( )

( )

* *

2 2*
*

2 2*
+ 1 1 ,

z Rz Rz z z Rz Rz Mz Mz RzRz Rz

z zRz Rz
Rz Rz

RzRz

p p u u S S S S

w w
w w

ww

= + ρ − − ρ − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ − − λ −⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.4.95)

где

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * * * ;z g g l l g g l lRz Rz Lz LzRz Rz Lz Lz
p p p p p= α + α = α + α

( ) ( ) ( )22 22 ;Rz x y zRz RzRz
w w w w= + +

( ) ( ) ( )22 22 ;Lz x y zLz LzLz
w w w w= + +

( ) ( ) ( ) ( )* * * * * ;Rz g g l lRz RzRz Rz
ρ = α ρ + α ρ

( ) ( ) ( ) ( )* * * * * ;Lz g g l lLz LzLz Lz
ρ = α ρ + α ρ

 ( ) ( ) ( )* ;z RzRz
g gRz Rz

Mz Rz

u S
S S

−
ρ = ρ

−
 (7.4.96)

 ( ) ( ) ( )* ;z RzRz
l l RzRz

Mz Rz

u S
S S

−
ρ = ρ

−
 (7.4.97)

 ( ) ( ) ( )* ;z LzLz
g gLz Lz

Mz Lz

u S
S S

−
ρ = ρ

−
 (7.4.98)

 ( ) ( ) ( )* ;z LzLz
l l LzLz

Mz Lz

u S
S S

−
ρ = ρ

−
 (7.4.99)
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( ) ( )( )
( )( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

* *

*

*

1 1
;

1 1

g gz Rz

g g g gRz Rz
g g gRz

g g g gRz Rz

p f

p

= ρ =

γ − ρ − γ + ρ
= + π − π

γ − ρ − γ + ρ

(7.4.100)

( ) ( )( )
( )( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

* *

*

*

1 1
.

1 1

l lz Rz

l l l lRz Rz
l l lRz

l l l l RzRz

p f

p

= ρ =

γ − ρ − γ + ρ
= + π − π

γ − ρ − γ + ρ

 (7.4.101)

Соотношения (7.4.75)—(7.4.101) используются для вычисления потока 
вдоль оси Z в схеме (7.4.14):

2

2
2

2

, ,0,0, , ,
,

, 1

T
x z

z z x x y y z z x z y z

y z z
z g g l l

w w
u Y u w u w u w u u u u u

w
H w w w

u p p w
w w

⎛ ⎞ρ ρ + + ρ + λ ρ +⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎛ ⎞⎜ ⎟+λ ρ + α + α − λ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

а также значений параметров для вычисления производных вдоль оси Z 
в (7.4.15)—(7.4.17).

7.4.3. Релаксация давлений и консервативная 
поправка на величины давления

После нахождения численного решения (7.4.13), (7.4.15)—(7.4.17) при-
меняется процедура релаксации давлений. В явном виде для трехмерного 
случая система (7.4.12) имеет вид
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⎧
⎪ ∂α

= μ −⎪
∂⎪

⎪ ∂ρ
=⎪ ∂⎪

∂ ρ⎪
=⎪ ∂⎪

∂⎪ =⎪ ∂⎪
∂⎪ =⎪ ∂⎪
∂⎪ =⎨ ∂⎪

⎪ ∂ ρ
=⎪

∂⎪
⎪ ∂ ρ
⎪ =
⎪ ∂
⎪ ∂ ρ⎪ =
⎪ ∂
⎪

∂ α ρ⎪ = − μ −⎪ ∂⎪
∂ α ρ⎪

= μ −⎪ ∂⎩

(7.4.102)

где μ → +∞ .

Уравнения для внутренних энергий можно преобразовать к виду

1

0,

1

0.

g g
I

l l
I

e
P

t t

e
P

t t

⎧ ∂⎪ ∂ ρ⎪ + =⎪ ∂ ∂⎨
⎪ ∂⎪ ∂ ρ

+ =⎪ ∂ ∂⎩

(7.4.103)
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В качестве оценки величины интерфейсного давления IP  используется 
следующее выражение [14]:

 ,l g g l
I

g l

Z p Z p
P

Z Z
+

=
+

 (7.4.104)

где g g gZ c= ρ , l l lZ c= ρ .

Численная аппроксимация системы (7.4.103) имеет вид

 

( ) ( )

( ) ( )

0 0
0

0 0
0

1 1, , 0,

1 1, , 0.

g g g g g I
g g

l l l l l I
l l

e p e p P

e p e p P

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ρ − ρ + − =⎜ ⎟ρ ρ⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪
ρ − ρ + − =⎪ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠⎩

 (7.4.105)

Для уравнения состояния ( )1
pe q+ γπ

= +
ρ γ −

 можно получить следующие за-

висимости плотностей фаз или компонентов смеси от величины равновес-
ного давления:

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0

0

0

0

11 1 ,
1

11 1 .
1

g g g I g

g g g g I g

l l l I l

l l l l I l

p P
p

p P

p P
p

p P

⎧ + γ π + γ −
⎪ =

ρ ρ⎪ + γ π + γ −⎪
⎨
⎪ + γ π + γ −

=⎪ ρ ρ + γ π + γ −⎪⎩

 (7.4.106)

Далее из (7.4.106) и соотношения насыщения для объемных долей можно 
получить

( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 01 1 1.g g l l
g l g g l l

g l g l

p p
α ρ α ρ

α + α = + = α ρ + α ρ =
ρ ρ ρ ρ

 (7.4.107)

Решение уравнения (7.4.107) позволяет определить давление двухфазной 
среды после релаксации. Значения фазовых плотностей находятся из 
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(4.106), а объемная доля — из третьего уравнения системы (7.4.102), кото-

рое может быть записано в виде 
( )( )1

0
g l

t

∂ − α ρ
=

∂
.

После процесса релаксации общее давление двухфазной смеси должно 
удовлетворять уравнению состояния

1 1
,

1 1

g g g l l l
g g g l l l

g l

g l

g l

e q q
p

α γ π α γ π
ρ − α ρ − α ρ − −

γ − γ −
= α α

+
γ − γ −

 (7.4.108)

где 
( )2 2 2

2
x y zu u u

e E w
ρ + +

ρ = ρ − − λ .

Значение Eρ  не меняется в ходе релаксации и может быть определено из 
численного решения избыточного консервативного уравнения для полной 
энергии — см. последнее уравнение в (7.4.7):
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Значения термодинамических параметров в потоковых членах относят-
ся к центрам боковых поверхностей объемной ячейки и вычисляются 
с применением HLLC солвера в каждом из трех направлений. Величины 

( )2 2 2

2
x y zu u uρ + +

 и wλ  в (4.108) не меняются в ходе релаксации и опреде-

ляются из численного решения (7.4.14), (7.4.15)—(7.4.17). Величины объ-
емной доли и плотностей фаз в (7.4.108) соответствуют значениям, устано-
вившимся после релаксационной процедуры. Таким образом, соотношение 
(7.4.108) позволяет вычислить окончательную поправку к общей величине 
давления двухфазной среды и фазовых внутренних энергий.

7.4.4. Моделирование межфазового 
теплообмена и фазовых переходов

После моделирования газодинамических процессов в двухфазной среде 
с учетом поверхностного натяжения, а также учета процесса релаксации 
давлений выполняется расчет межфазового теплообмена и фазовых пере-
ходов.

Неравновесная модель испарения. В данной модели межфазовый тепло-
обмен и фазовые переходы могут привести двухфазную систему в состоя-
ние с разными величинами давлений и температур. Эти процессы модели-
руются с использованием следующей правой части в системе уравнений 
(7.4.10):
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(7.4.109)

В примитивных переменных система (7.4.109) будет иметь вид
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 (7.4.110)

где:

1. ( ) ( )
2

2 2
,max ,max 36,75 1 5100 6,75 1 ; .I I g g g g IA A A

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= α − α = α − α = ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

м

м
 [16]
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2. Интерфейсная температура IT , которую имеют обе фазы на интерфейсе, 
находится по кривой насыщения ( )SATI IT T p= ; кривая насыщения связы-
вает температуру насыщения и давление насыщения и получается из усло-
вия равенства химических потенциалов Гиббса g lg g=  (фазы находятся 
в термодинамическом равновесии на интерфейсе).

Учитывая, что ( )( ) ( )
( ) 1' ln

k

k
k k V k k V k kk k

k k

T
g c q T c T q

p

γ

γ −= γ − − +
+ π

, ,k g l= , 

а также что g l Ip p P= =  и g l IT T T= = , можно получить

( ) ( )ln ln ln ,I g I I l
I

BP A C T D P
T

+ π = + + + + π  (7.4.111)

где 
( ) ( )

( )( )
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1
l v g v g ll g

g v g

C C q q
A

C

γ − γ + −
=

γ −
; ( )( )1

l g

g v g

q q
B

C

−
=

γ −
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( )( )1

g v l vg l
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C C
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γ − γ
=

γ −
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( )( )
( )( )
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1
l v l

g v g

C
D

C

γ −
=

γ −
.

3. ( ) ( )( ), .
1
I l

I l I I
l v Il

P
p T

C T
+ π

ρ = ρ =
γ −

(7.4.112)

4. Величина Γ  определяется из сохранения баланса массы и полной энер-
гии двухфазной смеси на интерфейсной границе:

( ) ( )
,Tl l I Tg g I

gI lI

h T T h T T

h h
∞ ∞− + −

Γ =
−

(7.4.113)

где Tgh  — коэффициент теплообмена газовой фазы, Дж/м2Кс; Tlh  — ко-
эффициент теплообмена жидкой фазы, Дж/м2Кс; gT ∞ , lT ∞  — темпера-
туры газовой и жидкой фаз из макроскопической двухфазной модели; 

( )gI p I gg
h c T q= +  — интерфейсная энтальпия газовой фазы;

( )lI p I ll
h c T q= +  — интерфейсная энтальпия жидкой фазы.
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Для круглой жидкой капли радиусом R  коэффициент теплообмена Tlh  вы-
числяется следующим образом:

5
,l

Tlh
R
λ

= (7.4.114)

где lλ  — коэффициент теплопроводности жидкой фазы, Дж/мКс.

Коэффициент теплообмена газовой фазы Tgh  вычисляется из корреляций
с использованием числа Нуссельта, характеризующего соотношение между 
интенсивностью теплообмена за счет конвекции и интенсивностью тепло-
обмена за счет теплопроводности (в условиях неподвижной среды). Зная 

Tgh  и Tlh , можно вычислить Γ .

( )
2

2gI p I gg

uH c T q= + +  — полная энтальпия газовой фазы на интерфейсе.

( )
2

2lI p I ll

uH c T q= + +  — полная энтальпия жидкой фазы на интерфейсе.

Система (7.4.110) решается в случае перегретого состояния жидкой фазы 

( lT T>
насыщ.

) или переохлажденного насыщенного газа ( gT T<
насыщ.

) при
данном давлении P . Зависимость ( )P T

насыщ.
 находится из условия ра-

венства химических потенциалов Гиббса g lg g=  при термодинамическом 
равновесии:

( ) ( )ln ln ln .g l
BP A C T D P

T
+ π = + + + + π

насыщ.

насыщ.

 (7.4.115)

Равновесная модель испарения. В равновесной модели испарения меж-
фазовый теплообмен и фазовые переходы приводят двухфазную систему 
в состояние с одинаковыми величинами давлений, температур и энергий 

Гиббса [17]: g
g g g g

g

p
g e T S= + −

ρ
 и l

l l l l
l

p
g e T S= + −

ρ
.

Для моделирования этих процессов правая часть системы уравнений 
(7.4.10) будет иметь вид
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(7.4.116)

где k , Iρ  и Ie  — неизвестные величины, которые нужно определить.

В операторном виде (7.4.116) можно записать следующим образом:

,Q m
U S S
t

∂
= +

∂
(7.4.117)

где ( ), , , , , , , , , , ;
T

g g g l l x y z x y z g g q l l lU w w w u u u E E= α α ρ α ρ ρ ρ ρ α ρ α ρ

,0,0,0,0,0,0,0,0, ,
T

Q
QS Q Q
k

⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠
 — вектор правой части для моделиро-

вания межфазового теплообмена;
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— вектор правой части для моделирования 

фазовых переходов.

Операторное расщепление в (7.4.117) на оператор межфазового тепло-
обмена и оператор фазовых переходов основывается на предположении 
о разных скоростях релаксации температур и энергий Гиббса фаз при ис-
парении. Выравнивание температур фаз происходит гораздо быстрее, чем 
релаксация энергий Гиббса [9; 17]. Быстрее всего происходит релакса-
ция давлений фаз [17], поэтому в предположении о мгновенной (в пре-
делах расчетного временно́го шага) релаксации давлений, температур 

( ( )l gQ T T= θ − , θ → ∞ ) и энергий Гиббса ( ( )l gm g g= ν −� , ν → ∞ ) снача-
ла применяется оператор QS , сохраняющий равенство давлений фаз, а за-
тем оператор mS , сохраняющий равенство давлений и температур фаз.

Для моделирования релаксации температур при равенстве давлений реша-
ется следующая система уравнений:
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(7.4.118).

Используя второе и третье уравнения, можно получить для седьмого, вось-
мого и девятого:

0xu
t

∂
=

∂
, 0yu

t
∂

=
∂

, 0.zu
t

∂
=

∂
(7.4.119)

С учетом первого уравнения из (7.4.118) и (7.4.119) десятое уравнение 
примет вид

.g g
g g

e
k

t t
∂ ∂α

α ρ =
∂ ∂

(7.4.120)
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Дифференцируя в (7.4.120) ( ),g g g ge e p= ρ , с учетом второго уравнения 
из (7.4.118) можно получить

2

.g

g

g
g

g pg g

g
g g

g

e
k

p
t te

p
ρ

⎛ ⎞∂
+ ρ ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠∂ ∂α

=
∂ ∂⎛ ⎞∂

α ρ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

(7.4.121)

Аналогичным образом получается соотношение

2

.l

l

l
l

l pl l

l
l l

l

e
k

p
t te

p
ρ

⎛ ⎞∂
+ ρ ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠∂ ∂α

= −
∂ ∂⎛ ⎞∂

α ρ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

(7.4.122)

Условие равенства давлений до и после релаксации температур g lp p
t t

∂ ∂
=

∂ ∂позволяет получить выражение для неизвестной величины k :

2 2

,

g g gl l l
g l

g l g l

g gl l

g l g l

c c
p p

k

ρ Γρ Γ
+ +

α α α α
= −Γ ΓΓ Γ
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α α α α

(7.4.123)

где 
1

g

g
g

g g

p
e

ρ

⎛ ⎞∂
Γ = ⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠

, 
1

l

l
l

l l

p
e

ρ

⎛ ⎞∂
Γ = ⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠

.

Учитывая, что g lp p= , (7.4.123) примет вид

2 2

.

g g l l

g l

g l

g l

c c

k p

ρ ρ
+

α α
= −Γ Γ

+
α α

(7.4.124)
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Для уравнений состояния (7.3.11) и (7.3.12) выражение (7.4.124) можно 
записать так:

.1 1

g g l l

g l

g l

g l

p p

k

+ γ π + γ π
+

α α
= γ − γ −

+
α α

(7.4.125)

Численное решение (7.4.118) ищется в предположении о мгновенной релак-

сации температур, т. е. ( )l gQ T T= θ − , θ → ∞ . Интегрирование (7.4.120) 
с учетом второго уравнения системы (7.4.118) позволяет получить

( )* *0 0
0 0 ,g g g g
g g

ke e= + α − α
α ρ

(7.4.126)

где индексы «0» и «*» означают состояние до и после релаксационного 
процесса; k  — среднее значение величины в процессе релаксации между 
состояниями ( 0

gα , 0
gρ , 0

ge ) и ( *
gα , *

gρ , *
ge ).

Величина *
ge  в (7.4.126) является функцией величины *

gα , также как и *
gρ

0 0
*

* *

constg g
g

g g

⎛ ⎞ρ α
ρ = =⎜ ⎟α α⎝ ⎠

.

Аналогичным образом находится значение внутренней энергии для другой 
фазы:

( )* *0 0
0 0 .l l g g
l l

ke e= − α − α
α ρ

(7.4.127)

Величина *
le  в (7.4.127) является функцией величины *

gα , также как и *
lρ

( )0 0
*

* *

1 const
1 1

l g
l

g g

⎛ ⎞ρ − α
ρ = =⎜ ⎟

− α − α⎜ ⎟⎝ ⎠
.

Тогда и функция ( ) ( )* * * * * *, , 0g g g l l lf T e T e= ρ − ρ = , выражающая условие ра-
венства температур после релаксации, будет зависеть только от одного па-
раметра:
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( ) ( ) ( )* * * * * 0.g g g l gf T Tα = α − α = (7.4.128)

Решение уравнения (7.4.128) позволяет определить новое состояние для 
каждой из фаз после процесса релаксации температур. Для оценки средней 
величины k  используется соотношение

0

,
2

k kk +
=
�

(7.4.129)

где k�  оценивается для каждого нового состояния, полученного при итера-
ционном решении (7.4.128).

Для моделирования релаксации энергий Гиббса при равенстве давлений 
и температур решается следующая система уравнений:
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(7.4.130)
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Условия равенства давлений g lp p
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 и температур g lT T

t t
∂ ∂

=
∂ ∂

 до и по-

сле релаксации энергий Гиббса позволяют получить выражения для неиз-
вестных величин Ie  и Iρ .

С учетом второго уравнения десятое уравнение из (7.4.130) примет вид

( ) .g
g g I g

e
e e m

t
∂

α ρ = −
∂

� (7.4.131)

Дифференцируя в (7.4.131) ( ),g g g ge e p= ρ , с учетом второго уравнения 
из (7.4.130) можно получить

( ) ( ) .
g

g g g g
g I g I I g

g g p

p e
e e

t t

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ Γ ∂ ∂α
⎜ ⎟= −ρ ρ − ρ + ρ −⎜ ⎟∂ α ∂ρ ∂⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.4.132)

Аналогичным образом получается соотношение

( ) ( ) .
l

gl l l
l I l I I l

l l p

p e
e e

t t

⎛ ⎞ ∂α⎛ ⎞∂ Γ ∂
= − −ρ ρ − ρ + ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ α ∂ρ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.4.133)

Условия равенства давлений g lp p
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 до и после релаксации энергий 

Гиббса позволяют получить соотношение

( ) ( )

( ) ( ) .

g

l

g g
g I g I I g

g g p

l l
l I l I I l

l l p

e
e e

e
e e

⎛ ⎞⎛ ⎞Γ ∂
⎜ ⎟−ρ ρ − ρ + ρ − =⎜ ⎟α ∂ρ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞Γ ∂
= − −ρ ρ − ρ + ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟α ∂ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

(7.4.134)

Дифференцируя в (7.4.131) ( ),g g g ge e T= ρ , с учетом второго уравнения 
из (7.4.130) можно получить
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( ) ( )1 .
g

g

g g g
g I g I I g

gg T
g g

g

T e
e e

t te
T

ρ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂α
⎜ ⎟= −ρ ρ − ρ + ρ −⎜ ⎟∂ ∂ρ ∂⎛ ⎞ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠α ρ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (7.4.135)

С учетом определения теплоемкости при постоянном объеме ( )
g

g
V g

g

e
C

T
ρ

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠соотношение (7.4.135) примет вид

( ) ( ) ( )1 .
g

g g g
g I g I I g

gg g V g T

T e
e e

t tC

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂α
⎜ ⎟= −ρ ρ − ρ + ρ −⎜ ⎟∂ ∂ρ ∂α ρ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.4.136)

Аналогично получается выражение

( ) ( ) ( )1 .
l

gl l
l I l I I l

ll l V Tl

T e
e e

t tC

⎛ ⎞ ∂α⎛ ⎞∂ ∂
= − −ρ ρ − ρ + ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ρ ∂α ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.4.137)

Учитывая условие равенства температур g lT T
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 до и после релаксации 

энергий Гиббса, можно получить

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 .

g

l

g
g I g I I g

gg g V g T

l
l I l I I l

ll l V Tl

e
e e

C

e
e e

C

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
⎜ ⎟−ρ ρ − ρ + ρ − =⎜ ⎟∂ρα ρ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= − −ρ ρ − ρ + ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρα ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.4.138)

Два уравнения (7.4.134) и (7.4.138) позволяют получить явные выражения 
для неизвестных величин Iρ  и Ie .
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( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 2

1 ,
2

1

,

2

g l

g

I

g g gl l l
g l

g l g l

g l
g l

g lT T

g g v l l vg l

g gl l
g l

g l g l

g
g g

g T

g g v g

CH
CH

c c
CH p p

e e

C C

c c
CH h h

e
e e

C

ρ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ Γρ Γ
= ϕ + − ϕ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α α α⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∂ρ⎜ ⎟ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠ ∂ρ⎝ ⎠⎜ ⎟
+ψ +⎜ ⎟

α ρ α ρ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ
= ϕ + − ϕ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α α α⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
+ ρ ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠

+ψ +
α ρ ( ) .l

l
l l

l T

l l v l

e

C

⎛ ⎞⎛ ⎞∂⎜ ⎟+ ρ ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟

α ρ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 (7.4.139)

( ) ( )

( ) ( )

2 2

,

g l

g l

g l
g g l l

g lT T

g g v l l vg l
I

g l
g l

g lT T

g g v l l vg l

I

e ee e

C C
e

e e

C C

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∂+ ρ + ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠ ∂ρ⎝ ⎠
+

α ρ α ρ
= −

ϕ

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∂ρ ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠ ∂ρ⎝ ⎠
+

α ρ α ρ
−

ρ ϕ

(7.4.140)

где ( ) ( )
1 1

g g v l l vg l
C C

ϕ = +
α ρ α ρ

, g l

g l

Γ Γ
ψ = +

α α
, g

g g
g

p
h e= +

ρ
, l

l l
l

p
h e= +

ρ
.

Для уравнений состояния (7.3.11) и (7.3.12) выражения (7.4.139) 
и (7.4.140) примут вид соответственно
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,

1 1

g g g gl l l l

g l g g v l l vg l
I

g l
g l

g g gl l l

g l g g v l l vg l

p p
C C

e eq q
C C

⎛ ⎞⎛ ⎞+ γ π π+ γ π π
ϕ + − ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α α ρ α ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ρ =
π⎛ ⎞π− −⎜ ⎟⎛ ⎞γ − ργ − ρ⎜ ⎟−ϕ + + ψ +⎜ ⎟

α α ⎜ ⎟⎜ ⎟ α ρ α ρ⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠

 (7.4.141)

( ) ( ) ( ) ( )
.

g l
g l

g gl l

g g v l l v g g v l l vg l g l
I

I

e e

C C C C
e

π π− −ρ πρ π
+ +

α ρ α ρ α ρ α ρ
= +

ϕ ρ ϕ
(7.4.142)

Используя выражения для энергий Гиббса g
g g g g

g

p
g e T S= + −

ρ
 и 

l
l l l l

l

p
g e T S= + −

ρ
 можно получить для уравнений состояния (7.3.11) 

и (7.3.12) следующие выражения:

( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

1

,

g v gg g
g g I g I I g

g g I v g

g I g
g g g v g gg

g g g I

C sg
e q e e

t C

p
T s C e q m Am

⎡ γ − −∂ ⎢= − ρ − ρ + ρ − +
⎢∂ α ρ ρ
⎣

⎛ ⎞ ⎤ρ − ρ
+ + γ − − − =⎥⎜ ⎟ρ α ρ ρ⎝ ⎠ ⎥⎦

� �

 (7.4.143)

( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

1

,

l v ll l
l l I l I I l

l l I v l

l I l
l l l v l ll

l l l I

C sg
e q e e

t C

p
T s C e q m Bm

⎡ γ − −∂
= − − ρ − ρ + ρ − −⎢

∂ α ρ ρ⎢⎣
⎛ ⎞ ⎤ρ − ρ

− + γ − − − =⎥⎜ ⎟ρ α ρ ρ⎝ ⎠ ⎦
� �

 (7.4.144)

где ( )
( )

'
1ln

g

g

g
g V gg

g g

T
s C q

p

γ

γ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟+ π⎝ ⎠

, ( )
( )

'
1ln

l

l

l
l V ll

l l

T
s C q

p

γ

γ −

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎜ ⎟+ π⎝ ⎠
.
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Система (7.4.130) решается в предположении о мгновенной релаксации 
(выравнивании) энергий Гиббса обеих фаз. Это означает, что по окончании 
текущего временно́го шага энергии Гиббса обеих фаз должны быть равны 
между собой. Из (7.4.143) и (7.4.144) следует, что 

( ) ( )g lg gg A B m
t t

∂ −∂Δ
= = −

∂ ∂
� , или для простейшей аппроксимации в чис-

ленном виде:

 
( ) ( ) ( )( )

1

.
n n

nn ng g
A B m

t

+Δ − Δ
= −

Δ
�  (7.4.145)

Условие равенства энергии Гиббса обеих фаз по окончании текущего 

временно ́го шага означает, что ( ) 1 0ng +Δ = . Отсюда получается оценка ко-
эффициента массообмена на текущем временно́м шаге:

 ( ) ( )
( ).

n
n

n n

g
m

t A B
− Δ

=
Δ −

�  (7.4.146)

Оценка (7.4.146) с учетом (7.4.141) и (7.4.142) позволяет выполнить явное 
численное интегрирование системы (7.4.130). Однако при этом может не 
сохраняться положительность объемной доли. Поэтому при вычислении 

I

mSα =
ρ
�

 вводится специальный ограничитель:

 
g

max,

1
, S 0,

.
g

g

g

tS

t

α

α

− α⎧
>⎪⎪ Δ= ⎨ α⎪−⎪ Δ⎩

если

в иных случаях

 (7.4.147)

Если max, g g
S Sα α> , то численное интегрирование системы (7.4.130) 

с оценкой (7.4.146) может быть выполнено с использованием гидродина-
мического временно́го шага 1n nt t t+Δ = − . В противном случае, если 

max, g g
S Sα α≤ , вычисляется величина отношения 

max, g

g

g

S
R

S
α

α
α

= , и числен-

ное интегрирование системы (7.4.130) на временно́м шаге tΔ  последова-

тельно осуществляется на временны́х шагах 
gõèì R

2
tt α

Δ
Δ = . Данный способ 
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интегрирования системы (7.4.130) довольно удобен, но рассмотренный ме-
тод не обеспечивает мгновенную релаксацию.

Десятое уравнение системы (7.4.130) с учетом первого уравнения может 
быть записано в виде

( )
.g g g g

I I

e
e

t t

∂ α ρ ∂α
= ρ

∂ ∂
(7.4.148)

Численное интегрирование (7.4.148) дает следующую оценку:

( ) ( ) ( )* 0 * 0 ,g g g g g g I I g ge e eα ρ = α ρ + ρ α − α (7.4.149)

где I Ieρ  — среднее значение произведения интерфейсных величин в про-
цессе релаксации между состояниями ( 0

gα , 0
gρ , 0

ge ) и ( *
gα , *

gρ , *
ge ).

Второе уравнение системы (7.4.130) с учетом первого уравнения может 
быть записано в виде

( )
.g g g

It t

∂ α ρ ∂α
= ρ

∂ ∂
(7.4.150)

Численное интегрирование (7.4.150) дает следующую оценку:

( ) ( ) ( )* 0 * 0 ,g g g g I g gα ρ = α ρ + ρ α − α (7.4.151)

где Iρ  — среднее значение интерфейсной плотности в процессе релакса-
ции между состояниями ( 0

gα , 0
gρ , 0

ge ) и ( *
gα , *

gρ , *
ge ).

Аналогичным образом получаются уравнения для другой фазы:

( ) ( ) ( )* 0 * 0 ,l l l l l l I I g ge e eα ρ = α ρ − ρ α − α (7.4.152)

( ) ( ) ( )* 0 * 0 .l l l l I g gα ρ = α ρ − ρ α − α (7.4.153)

Из уравнения (7.4.151) видно, что плотность gρ  является функцией только 
от gα . Поэтому и внутренняя энергия ge  в (7.4.149) также является функ-
цией только от gα . Аналогично величины lρ  и le  в (7.4.153) и (7.4.152) 
являются функциями только от gα . Из приведенных рассуждений очевид-
но, что и уравнение, выражающее условие равновесия:
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( ) ( ) ( ), , 0g g g g l l lf g e g eα = ρ − ρ = (7.4.154)

зависит только от gα . Решение уравнения (7.4.154) находится с примене-
нием итерационной процедуры. Данный метод обеспечивает мгновенную 
релаксацию (выравнивание) энергий Гиббса.

Для уравнения состояния

( ) ( ),
1

g g g
g g g g

g g

p
e p q

+ γ π
ρ = +

γ − ρ
, ( ) ( ),

1
l l l

l l l l
l l

p
e p q

+ γ π
ρ = +

γ − ρ
 (7.4.155)

или

( ) ( )( )
,

1
g g

g g g
g v gg

p
p

C T

+ π
ρ ρ =

γ −
, ( ) ( )( ), ,

1
l l

l l l
l v ll

p
p

C T
+ π

ρ ρ =
γ −

 (7.4.156)

где gT , lT  — температура; ( )v g
C , ( )v l

C  — теплоемкость при постоянном 

объеме; gγ , lγ , gπ , lπ  — константы, характеризующие свойства веще-

ства; gq , lq  — базовая энергия фазы в заданном состоянии,

выражение для удельной энтропии будет иметь вид

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

'
1

'
1

, ln ,

, ln ,

g

g

l

l

g
g g g V gg

g g

l
l l l V ll

l l

T
s p T C q

p

T
s p T C q

p

γ

γ −

γ

γ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟+ π⎝ ⎠

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎜ ⎟+ π⎝ ⎠

 (7.4.157)

где '
gq  и '

lq  — константы.

Используя (7.4.155) и (7.4.157), а затем (7.4.156), можно получить выраже-
ние для энергии Гиббса:
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( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )

'
1

'
1

'
1

1

ln

ln
1

ln

g

g

g

g

g

g

g g g g g
g g g g g

g gg g

g
g V gg

g g

g g g g
g g V gg

g g g g

g
g V g g g V gg g

g g

g V g

p p p
g e T S q

T
T C q

p

p T
q T C q

p

T
C T q T C q

p

C q

γ

γ −

γ

γ −

γ

γ −

+ γ π
= + − = + + −

ρ ργ − ρ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− + =
⎜ ⎟⎜ ⎟+ π⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞γ + π ⎜ ⎟⎜ ⎟= + − + =
⎜ ⎟⎜ ⎟γ − ρ + π⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= γ + − + =
⎜ ⎟⎜ ⎟+ π⎝ ⎠⎝ ⎠

= γ −( ) ( )
( )

( )( )

( )
( )

'
1

'

1

ln ,

ln .

g

g

l

l

g
g g g V gg

g g

l
l l l l l V l ll

l

l
l V ll

l l

T
T T C q

p

p
g e T S C q T

T
T C q

p

γ

γ −

γ

γ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟+ π⎝ ⎠

= + − = γ − −
ρ

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎜ ⎟+ π⎝ ⎠

 (7.4.158)

Переходя в (7.4.158) от переменных ( ),T p  к переменным ( ),e ρ  , ис-

пользуя соотношения ( )

g
g g

g
g

V g

e q
T

C

π
− −

ρ
=  и ( )

l
l l

l
l

V l

e q
T

C

π
− −

ρ
= , а также 

( )( )1g g g g g g gp e q= ρ − γ − − γ π  и ( )( )1l l l l l l lp e q= ρ − γ − − γ π , будем 

иметь
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( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
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( ) ( )( ) ( )
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1 ln 1 ln 1

ln 1 ln ,

1 ln 1 ln 1

ln 1 ln .
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g g g g g V g gg
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g g g g g g g g

g V g

l
l l l l l V l ll

l

l l
l l l l l l l l

l V l

g q e q C

q
e q e q
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Из (7.4.149), (7.4.151) получается оценка нового состояния ( )* *,g ge ρ :
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Из (7.4.152), (7.4.153) получается оценка нового состояния ( )* *,l le ρ :
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 (7.4.161)

После подстановки (7.4.160) и (7.4.161) в (7.4.159) выражения для энер-
гий Гиббса становятся функцией только одного параметра *

gα :
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В обозначениях из (7.4.162) уравнение (7.4.154) примет вид

( ) ( )* *
1 2 0,g gf fα − α = ,

и его решение ищется итерационным методом Ньютона:
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 (7.4.163)

где средние значения интерфейсной плотности Iρ  и интерфейсной энер-
гии Ie  вычисляются на каждой k -й итерации с использованием соотноше-
ний (7.4.141) и (7.4.142):
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Выражения для производных в (7.4.163) имеют следующий вид:
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В разделе приведены результаты верификации методики на задачах двух-
фазной среды в ударной трубе, на задаче распространения ударной волны 
в жидкой среде с пузырьками газа. Во всех случаях получено хорошее со-
впадение с экспериментом.

Вместе с этим представлены результаты численного моделирования обте-
кания стационарного газового снаряда опускным потоком жидкости.

7.5.1. Тестовых задач для различных состояний 
двухфазной среды в ударной трубе

В данном разделе представлены результаты расчетов тестовых задач для 
различных состояний двухфазной среды в ударной трубе.

Первый расчет был выполнен для однородной покоящейся двухфазной 
среды с объемной долей газа 0,5 в одномерной трубе длиной 1 м с учетом 
процессов релаксации скорости и давления. Газ и жидкость имеют началь-
ные плотности 50 и 1000 кг/м3 соответственно. Давление двухфазной сре-
ды в левой половине трубы равно 109 Па, а в правой — 105 Па. Обе фазы 
описываются двучленным уравнением состояния ( )1P e= γ − ρ − γπ . Пара-
метры уравнения состояния для газа 1,4γ = , 0π = , для жидкости 4,4γ =  , 

86 10π = ⋅ Па . Результаты расчета на момент времени 150 мкс на сетке 
в 200 ячеек для числа Куранта 0,8 представлены на рис. 5.

7.5. Верификация методики и моделирование 
практических задач
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Рис. 5. Ударная труба для двухфазной среды с однородным профилем объемной 
доли: а — давление, б — скорость, в — объемная доля. С учетом релаксации 

давления и скорости

Следующий расчет был выполнен для разрывного профиля объемной доли: 

1 1α = − ε  6( 10 )−ε =  при 0,8x < м  и 2α = ε  при 0,8x > м .

В левой части трубы ( 0,8 )x < м  начальное давление равно 910 Па , 
а в правой ( 0,8 )x > м  — 510 Па . Результаты расчета с учетом процессов 
релаксации скорости и давления на сетке в 400 ячеек и для числа Куранта 
0,8 представлены на рис. 6 для момента времени 300 мкс.
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Рис. 6. Ударная труба для интерфейса, разделяющего две чистых фазы: а — давле-
ние, б — скорость, в — объемная доля. С учетом релаксации давления и скорости

На рис. 7 приведены результаты расчета для предыдущей задачи, но без 
учета релаксационных членов.

Увеличенные профили давления и скорости вблизи интерфейса показаны 
на рис. 8. Видно, что граничные условия выполнены на интерфейсе авто-
матически.
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Рис. 8. Увеличенные профили скорости (а) и давления (б) 
из рис. 5 вблизи интерфейса

Также с использованием описанной методики был выполнен расчет задачи 
о водяном кране, который представляет собой вертикальную трубу длиной 
2 м, заполненную газом и водой. Нижняя часть трубы открыта, в верхнюю 
часть поступает вода со скоростью 10 м/с.

Начальные данные:

Вода Газ

1000lρ =  кг/м3 1gρ =  кг/м3

510lP =  Па 510gP =  Па

10lϑ =  м/с 0gϑ =  м/с

0,8lα = 0,2gα =
Граничные условия:

Вода Газ
Входные условия 10lϑ = м/с 0gϑ = м/с

0.8lα = 0.2gα =
Выходные условия 510lP =  Па 510gP =  Па

,l gα α  экстраполируются
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Время расчета 0,1 с, 10g =  м/с2.

Результаты расчетов представлены для момента времени 0,1 с на рис. 9 вме-
сте с аналитическим решением. Отличие численных расчетов от аналитиче-
ского может быть связано с тем, что условия данной задачи находятся вне 
диапазона применимости расчетных моделей (скорость переноса объемной 
доли в задаче много меньше, чем скорость распространения характеристи-
ческих волн). Для численного расчета данной задачи лучше использовать 
неявную схему с предиктором, описанную в [1].

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0

0.20

0.22

0.24

0.26

0.28

 

 

О
бь

ем
на

я 
до

ля
 г

аз
а

Расстояние, м

 аналитическое решение
 PPM
 minmod
 Rusanov

Рис. 9. Эволюция объемной доли в задаче о водяном кране (точное решение 
представлено точечной линией)

С использованием математической модели двухфазной среды, учитывающей 
ее топологию, был выполнен тестовый расчет для эксперимента, в котором 
ударная волна проходит через разрывный профиль объемной доли [2; 3]. 
В вертикальной трубе, заполненной воздухом, расположена прослойка из 
мелких частиц толщиной 2 см (рис. 10).
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Рис. 10. Схема численного эксперимента

Ударная волна распространяется снизу и взаимодействует со слоем частиц. 
Движение частиц моделировалось при помощи уравнения состояния сжи-
маемой жидкости ( )1P e= ρ γ − − γπ . В результате возникают отраженная 
и преломленная волны. Эффекты трения моделировались путем введения 

в уравнения движения силы трения: ( ) ( )3 1
4

g
g g l g l

d dF C u u u u
dρ

ρ
= − α − − , 

где 0,6dC =  — коэффициент трения; 2pd = мм  — диаметр частиц. 

Временна ́я эволюция величины давления после прохождения ударной вол-
ны измеряется счетчиками, расположенными на расстоянии 4,3 см до слоя 
частиц и 11 см после. Величины давления в месте расположения счетчиков 
в зависимости от времени представлены на рис. 11.
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Рис. 11. Временная эволюция давления в точках с координатами 0,08 (сплошная 
линия) и 0,233 (штриховая линия)

В качестве теста для методики была также рассмотрена задача распростра-
нения ударной волны в жидкой среде с пузырьками газа. Недавно были 
получены надежные данные с использованием жидкой среды, в которой 
практически отсутствовали растворенные газы [18] в установке, представ-
ляющей собою вертикальную трубку (рис. 12).

Рис. 12. Схема экспериментальной установки

В эксперименте удалось обеспечить сохранение однородного начального 
пространственного распределения газовых пузырьков. Пузырьки газа ин-
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жектировались с нижнего конца трубки и поднимались вверх за счет есте-
ственной и вынужденной конвекции. Ударная волна взаимодействовала 
со свободной поверхностью смеси и распространялась вниз. Прибор, из-
меряющий давление, располагался на расстоянии 1,462 м от нижней части 
трубки. Полная длина трубки составляла 4 м.

В численном расчете использовались начальные значения физических 
величин, аналогичные эксперименту. Начальная концентрация пузырьков 
газа N  была однородной и равнялась 6 32,42 10 −⋅ см .

Динамическая вязкость жидкой фазы μ  равнялась 0,00415 ⋅Па с. Объ-
емная доля газа невелика, и плотность жидкой фазы во много раз боль-
ше плотности газа, поэтому относительным скольжением фаз можно пре-
небречь и использовать коэффициент релаксации скорости λ → + ∞. На 
входе трубки с двухфазной смесью вместо моделирования ударной волны 
в газовой камере поддерживалась постоянная скорость 0,427 м/с. Резуль-
таты расчета получены на сетке в 2500 точек.

На рис. 13 приведено сравнение результатов расчета с экспериментальны-
ми данными, полученными при помощи прибора, расположенного на рас-
стоянии 1,462 м от нижнего конца вертикальной трубки [18]. Очевидно хо-
рошее совпадение первых трех осцилляций разности величин мгновенного 
и гидростатического давлений. Следующие осцилляции совпадают с ре-
зультатами расчета значительно хуже, однако расчетные значения остают-
ся в пределах экспериментальной ошибки 15 КПа. Методика предсказывает 
существование волны-предвестника, которая была обнаружена в другом 
эксперименте [19].

Рис. 13. Сравнение эксперимента (жирная линия) и расчета (тонкая линия)
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7.5.2. Моделирование практических задач

Ниже представлены результаты численного моделирования обтекания ста-
ционарного газового снаряда опускным потоком жидкости. Моделируется 
одиночная ячейка газожидкостного снарядного потока. На рис. 14 приве-
дена расчетная зависимость напряжения трения на стенке под снарядом от 
его носика для двух снарядов диаметром 16 мм (красная линия) и диаме-
тром 30 мм (черная линия), что хорошо согласуется с результатами [20].

Рис. 14. Среднее напряжение трения на стенке под снарядом для двух разных диа-
метров пузырька

Была использована сетка в 10 млн ячеек. С увеличением расстояния от но-
сика снаряда трение под снарядом существенно возрастает и многократ-
но превышает трение в случае однофазного течения. Это вызвано тем, что 
газовый снаряд перекрывает собой существенную часть сечения трубы, 
поэтому скорость жидкости в ее пленке, обтекающей снаряд, существенно 
выше, чем скорость жидкости в пристенной области однофазного течения.

Форма газового снаряда в виде профиля объемной газовой фракции на раз-
ные моменты времени приведена на рис. 15.

Крупный план поверхности газового снаряда в жидкости вместе с полем 
скоростей показан на рис. 16.
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Рис. 15. Поверхность газового пузыря (снаряда) в жидкости под воздействием 
градиента плотности в поле силы тяжести в разные моменты времени

Рис. 16. Поверхность газового пузыря (снаряда) в жидкости. Крупный план
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7.5.3. Тесты для жидкости с уравнением 
состояния stiffened

Во всех приведенных в данном разделе вычислениях жидкость описывается 
уравнениями состояния stiffened с параметрами: 7

liq liq2,1, 10γ = π = Па.  
Газ описывается уравнением состояния идеального газа с политропной 
экспонентой gas 1, 4γ = .

Первый тест был выполнен с круглой каплей воды. Круглая капля воды с ра-
диусом 0,11R = м  находится в воздухе. Всюду вне капли давление 105 Па. 

Внутри капли давление 5 5 100010 10 109 090
0,11R

λ
+ = + = Па  в соответствии 

с законом Лапласа. Была использована сетка 100×100 ячеек. Профили дав-
ления на начальный момент и после 100 000 шагов расчета приведены на 
рис. 17. Схема сохраняет скачок давления с погрешностью, которая ниже, 
чем 10% по сравнению со значением из закона Лапласа.

Рис. 17. Профили давления в начальный момент и после 100 000 шагов расчета

Второй тест был выполнен с осциллирующей квадратной каплей воды. 
Повсюду в расчетной области давление 105 Па. Была использована сет-
ка размером 100×100 ячеек. Квадратная капля воды находится в воздухе. 
Начальное положение квадратной капли показано на рис. 18 с использо-
ванием объемной газовой фракции. Капля становится меньше своей по-
верхностной энергии за счет эффекта поверхностного натяжения, который 
характеризуется параметром 1000 H/λ = м . Это вызывает колебания (от-
клонения) от равновесного состояния. На рис. 19 приведены результаты 
расчетов в разные моменты времени ( 1 26 ,t = мс  2 53 ,t = мс  3 79 ,t = мс  

4 106t = мс ). В устойчивом состоянии капля имеет круглую форму (радиус 
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0,13 м), среднее избыточное давление — 7010 Па. Ошибка в скачке давле-
ния ниже 10% по сравнению со значением из закона Лапласа, который дает 
величину примерно 7690 Па.

Рис. 18. Исходное положение квадратной капли

Третий тест был проведен с осциллирующим пузырьком эллипсоидальной 
формы. Эллипсоидальный газовый пузырь с соотношением осей 1:1,5 был 
помещен в воду. Повсюду в расчетной области давление 105 Па. Для расче-
та была использована сетка 100×100 ячеек. Начальное положение эллип-
соидального пузыря показано на рис. 20 с использованием профиля объ-
емной газовой фракции. Пузырь становится меньше своей поверхностной 
энергии за счет эффекта поверхностного натяжения, который характеризу-
ются параметром 1000 H/λ = м . Это вызывает колебания (отклонения) от 
равновесного состояния. Результаты расчетов в разные моменты времени 
( 1 43 ,t = мс  2 68 ,t = мс  3 145 ,t = мс  4 183t = мс ) приведены на рис. 21. 
В устойчивом состоянии пузырь имеет круглую форму (радиус 0,135 м), 
среднее избыточное давление 6750 Па. Ошибка в скачке давления ниже 
10% по сравнению со значением из закона Лапласа, который дает величину 
примерно 7400 Па.
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Рис. 20. Исходное положение эллипсоидального пузыря

 а б

 в г

Рис. 19. Колебания квадратной капли из-за эффектов 
поверхностного натяжения в разные моменты времени: 
а — 1 26t = , б — 2 53t = , в — 3 79t = , г — 4 106t =
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Четвертый тест был проведен газовым пузырьком, размещенным в жидко-
сти. Круглый газовый пузырь первоначально был помещен в нижней ча-
сти сплошной вертикальной трубки, заполненной водой. Профиль давле-
ния стратифицирует от 105 Па в нижней части трубки под действием силы 
тяжести (рис. 22). Пузырь начинает подниматься с поверхности за счет 
градиента плотности в гравитационном поле и изменяет форму благодаря 
эффектам поверхностного натяжения, которые характеризуются параме-
тром 2 H/λ = м . Положения пузырька в виде профиля объемной газовой 
фракции в разные моменты времени ( 1 0, 28 c,t =  2 0,82 c,t =  3 1,37 c,t =  

4 2,06 ct = ) приведены на рис. 23.

 а б

 
 в г

Рис. 21. Колебания эллипсоидального газового пузыря из-за эффектов 
поверхностного натяжения в разные моменты времени: 

а — 1 43t = , б — 2 68t = , в — 3 145t = , г — 4 183t =
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 а б

Рис. 22. Исходное положение пузырька газа в твердой трубке 
(а — вверх) со стратифицированным профилем давления (б — вниз)

 а б

 
 в г

Рис. 23. Поверхность газового пузыря в жидкости под воздействием градиента 
плотности в поле силы тяжести. Позиция пузырька в разные моменты времени: 

а — 1 0, 28t = , б — 2 0,82t = , в — 3 1,37t = , г — 4 2,06t =
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Заключение

Разработана двухфазная многомерная методика решения взаимодействия 
жидкость-газ с выделением межфазной границы. Методика верифицирова-
на на задачах двухфазной среды в ударной трубе, задаче моделирования 
распространения ударной волны в жидкой среде с пузырьками газа и во 
всех случаях получено хорошее совпадение с экспериментом. Представле-
ны результаты численного моделирования обтекания стационарного газо-
вого снаряда опускным потоком жидкости. Верификация методики будет 
продолжена на экспериментах Института теплофизики им. С. С. Кутателад-
зе Сибирского отделения РАН с модельным теплоносителем. С помощью ме-
тодики смогут решаться такие практические задачи, как, например, анализ 
аварии с межконтурными течами в парогенераторе реакторной установки 
БРЕСТ-ОД-300.
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Приложение 7А. Фазовые переходы в модели 
из шести уравнений
В равновесной по давлению модели испарения межфазовый теплообмен 
и фазовые переходы приводят двухфазную систему в состояние с одинако-

выми величинами температур и энергий Гиббса: g
g g g g

g

p
g e T S= + −

ρ
 и 

l
l l l l

l

p
g e T S= + −

ρ
.

Для моделирования этих процессов решается следующая система уравне-
ний [1]:
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где k , Iρ  и Ie  — неизвестные величины, которые нужно определить.

В операторном виде (7А.1) можно записать следующим образом:

 ,Q m
U S S
t

∂
= +

∂
 (7А.2)

где ( ), , , , , , , , , , ;
T

l l l g g x y z x y z l l l g g gU w w w u u u e e= α α ρ α ρ ρ ρ ρ α ρ α ρ

, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, ,
T

Q
QS Q Q
k

⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠
 — вектор правой части для модели-

рования межфазового теплообмена;

, , , 0, 0, 0, 0, 0, 0, ,
T

m I I
I

mS m m e m e m
⎛ ⎞

= − × − ×⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
� � � � �  — вектор правой части 

для моделирования фазовых переходов.

Операторное расщепление в (7А.2) на операторы межфазового теплообме-
на и фазовых переходов основывается на предположении о разных скорос-
тях релаксации температур и энергий Гиббса фаз при испарении. Вырав-
нивание температур фаз происходит гораздо быстрее, чем релаксация 
энергий Гиббса [1; 2]. Быстрее всего происходит релаксация давлений фаз 
[1], поэтому в предположении о мгновенной (в пределах расчетного вре-

менно́го шага) релаксации давлений, температур ( ( )l gQ T T= θ − , θ → ∞) 

и энергий Гиббса ( ( )l gm g g= ν −� , ν → ∞ ) сначала применяется оператор 

QS , сохраняющий равенство давлений фаз, а затем оператор mS , сохра-
няющий равенство давлений и температур фаз.

7А.1. Релаксация температур

Для моделирования релаксации температур при равенстве давлений реша-
ется следующая система уравнений:



356

Модели и методы для расчета многомерных двухфазных течений 
в присутствии сил поверхностного натяжения. Труды ИБРАЭ РАН. Выпуск 16

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

,

0,

0,

0,

0,

0,

0,

0,

0,

,

.

g

g g

l l

x

y

z

x

y

z

g g g

l l l

Q
t k

t

t
w
t

w
t

w
t
u
t
u

t
u
t
e

Q
t

e
Q

t

∂α⎧
= −⎪ ∂⎪

⎪ ∂ α ρ
⎪ =

∂⎪
⎪ ∂ α ρ⎪ =

∂⎪
⎪ ∂

=⎪
∂⎪

⎪ ∂
=⎪

∂⎪
⎪ ∂⎪ =⎨ ∂⎪

∂ ρ⎪ =⎪ ∂⎪
⎪ ∂ ρ

=⎪
∂⎪

⎪ ∂ ρ
⎪ =

∂⎪
⎪ ∂ α ρ⎪ = −⎪ ∂
⎪ ∂ α ρ⎪ =⎪ ∂⎩

 (7А.3)

Комбинируя уравнения в (7А.3), можно получить:
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p
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⎛ ⎞∂
+ ρ × ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠∂ ∂α

= − ×
∂ ∂⎛ ⎞∂

α ρ × ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (7А.5)

Условие равенства давлений до и после релаксации температур g lp p
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 

позволяет получить выражение для неизвестной величины k

 

2 2

,

g g gl l l
g l

g l g l

g gl l

g l g l

c c
p p

k

ρ Γρ Γ
+ +

α α α α
= −Γ ΓΓ Γ

+ +
α α α α

 (7А.6)

где 
1 ,

g

g
g

g g

p
e

ρ

⎛ ⎞∂
Γ = ⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠

 
1 .

l

l
l

l l

p
e

ρ

⎛ ⎞∂
Γ = ⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠

Учитывая, что g lp p= , соотношение (7А.6) примет вид

 

2 2

.

g g l l

g l

g l

g l

c c

k p

ρ ρ
+

α α
= −Γ Γ

+
α α

 (7А.7)

Для уравнения состояния stiffened выражение (7А.7) можно записать так:

 .1 1

g g l l

g l

g l

g l

p p

k

+ γ π + γ π
+

α α
= γ − γ −

+
α α

 (7А.8)

Численное решение (7А.3) ищется в предположении о мгновенной релак-

сации температур, т. е. ( )l gQ T T= θ − , .θ → ∞  Интегрирование уравнений 
для внутренних энергий позволяет получить
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 ( )* *0 0
0 0 ,g g g g
g g

ke e= + × α − α
α ρ

 (7А.9)

где индексы «0» и «*» означают состояние до и после релаксационного про-
цесса; k  — среднее значение величины в процессе релаксации между со-
стояниями ( 0

gα , 0
gρ , 0

ge ) и ( *
gα , *

gρ , *
ge ).

Величина *
ge  в (7А.9) является функцией величины *

gα , также как и вели-
чина *

gρ :

0 0
*

* *

const .g g
g

g g

ρ α
ρ = =

α α

Аналогичным образом находится значение внутренней энергии для другой 
фазы:

 ( )* *0 0
0 0 .l l g g
l l

ke e= − × α − α
α ρ

 (7А.10)

Величина *
le  в (7А.10) является функцией величины *

gα , также как и вели-
чина *

lρ :

( )0 0
*

* *

1 const .
1 1

l g
l

g g

ρ − α
ρ = =

− α − α

Тогда и функция ( ) ( )* * * * * *, , 0,g g g l l lf T e T e= ρ − ρ =  выражающая условие 
равенства температур после релаксации, будет зависеть только от одного 
параметра:

 ( ) ( ) ( )* * * * * 0.g g g l gf T Tα = α − α =  (7А.11)

Решение уравнения (7А.11) позволяет определить новое состояние для 
каждой из фаз после процесса релаксации температур.

Для оценки средней величины k  используется соотношение

 
0

,
2

k kk +
=
�

 (7А.12)
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где k�  оценивается для каждого нового состояния, полученного при итера-
ционном решении (7А.11).

7А.2. Релаксация энергий Гиббса

Для моделирования релаксации энергий Гиббса при равенстве давлений 
и температур решается следующая система уравнений:
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⎪ ∂
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⎪ ∂⎪ =⎨ ∂⎪
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=⎪ ∂⎪

⎪ ∂ ρ
⎪ =
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 (7А.13)

Условия равенства давлений g lp p
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 и температур g lT T

t t
∂ ∂

=
∂ ∂

 до и по-

сле релаксации энергий Гиббса позволяют получить выражения для неиз-
вестных величин Ie  и Iρ .
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Условие равенства давлений g lp p
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 до и после релаксации энергий 

Гиббса позволяет получить соотношение
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⎛ ⎞⎛ ⎞Γ ∂
= − × −ρ ρ − ρ × + ρ × −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟α ∂ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7А.14)

Учитывая условие равенства температур g lT T
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 до и после релаксации 

энергий Гиббса, можно получить
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( ) ( ) ( )
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= − × −ρ ρ − ρ × + ρ × −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρα ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7А.15)

Уравнения (7А.14) и (7А.15) позволяют получить явные выражения для не-
известных величин Iρ  и Ie .
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rIρ =  (7А.16)
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⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠



361

Глава 7. Методика моделирования сложных ударно-волновых процессов
в двухфазных средах в присутствии сил поверхностного натяжения

( ) ( )

2 2

term2

,g l

g gl l
g l

g l g l

g l
g g l l

g lT T

g g v l l vg l

c c
h h

e ee e

C C

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ
ϕ × + − ϕ × + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α α α⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∂+ ρ⎜ ⎟+ ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠ ∂ρ⎝ ⎠⎜ ⎟
+ψ × +⎜ ⎟

α ρ α ρ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

=

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

,

g l

g l

g l
g g l l

g lT T

g g v l l vg l
I

g l
g l

g lT T

g g v l l vg l

I

e ee e

C C
e

e e

C C

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∂+ ρ + ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠ ∂ρ⎝ ⎠
+

α ρ α ρ
= −

ϕ
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ρ × ϕ

 (7А.17)

где ( ) ( )
1 1 ,

g g v l l vg l
C C

ϕ = +
α ρ α ρ

 g l ,
g l

Γ Γ
ψ = +

α α

 ,g
g g

g

p
h e= +

ρ
 .l

l l
l

p
h e= +

ρ

Для уравнения состояния stiffened выражения (7А.16) и (7А.17) примут 
вид
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ρ =
π⎛ ⎞π− −⎜ ⎟⎛ ⎞γ − ργ − ρ⎜ ⎟−ϕ × + + ψ × +⎜ ⎟

α α ⎜ ⎟⎜ ⎟ α ρ α ρ⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠

(7А.18)
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 (7А.19)

Используя выражения для энергий Гиббса g
g g g g

g

p
g e T S= + −

ρ
 и 

,l
l l l l

l

p
g e T S= + −

ρ
 можно получить из (7А.13) для уравнения состояния 

stiffened следующие выражения:
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 (7А.21)
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Система (7А.13) решается в предположении о мгновенной релаксации (вы-
равнивании) энергий Гиббса обеих фаз. Это означает, что по окончании 
текущего временно́го шага энергии Гиббса обеих фаз должны быть равны 

между собой. Из (7А.20) и (7А.21) следует, что 
( ) ( ) ,l gg gg A B m

t t

∂ −∂Δ
= = −

∂ ∂
�  

или для простейшей аппроксимации в численном виде

 
( ) ( ) ( ) ( )

1

.
n n

nn ng g
A B m

t

+Δ − Δ
= − ×

Δ
�  (7А.22)

Условие равенства энергии Гиббса обеих фаз по окончании текущего 

временно ́го шага означает, что ( ) 1 0.ng +Δ =  Отсюда получается оценка ко-
эффициента массообмена на текущем временно́м шаге:

 ( ) ( )
( ).

n
n

n n

g
m

t A B
− Δ

=
Δ × −

�  (7А.23)

Оценка (7А.23) с учетом (7А.18) и (7А.19) позволяет выполнить явное 
численное интегрирование системы (7А.13). Однако при этом может не 
сохраняться положительность объемной доли. Поэтому при вычислении 

I

mSα = −
ρ
�

 вводится специальный ограничитель

 
g

max,

1
, 0,
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α

α

− α⎧
>⎪⎪ Δ= ⎨ α⎪−⎪ Δ⎩

если

в прочих случаях

 (7А.24)

Если max, g g
S Sα α> , то численное интегрирование системы (7А.13) с оцен-

кой (7А.23) может быть выполнено с использованием гидродинамического 

временно ́го шага 1 .n nt t t+Δ = −  В противном случае, если max, ,
g g

S Sα α≤  то 

вычисляется величина отношения 
max, ,g

g

g

S
R

S
α

α
α

=  и численное интегрирова-

ние системы (7А.13) на временно́м шаге tΔ  последовательно осуществля-

ется на временны́х шагах 
g

.
2
tt Rα

Δ
Δ =

ХИМ
 Данный способ интегрирования 

системы (7А.13) довольно удобен, но рассмотренный метод не обеспечива-

ет мгновенную релаксацию.
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7А.3. Расчеты

При проведении расчетов для додекана параметры уравнения состояния 
stiffened определялись с использованием линейной аппроксимации экспе-
риментальных кривых насыщения [3] в диапазоне температур 450—750 К. 
В  табл. 7А.1 приведены значения параметров уравнения состояния stiff-
ened для жидкого и газообразного додекана. На рис. 7А.1 приведена кри-
вая насыщения додекана для параметров уравнения состояния из табл. 7А.1, 
которая удовлетворяет следующему соотношению [1]:

 ( ) ( )ln ln ln ,g l
Bp A C T D p
T

+ π = + + + + π  (7А.25)

где

( ) ( )
( ) ( )

;
1

l v g v g ll g

g v g

C C q q
A

C

γ × − γ × + −′ ′
=

γ − ×

( ) ( )
;

1
l g

g v g

q q
B

C

−
=

γ − ×

( ) ( )
( ) ( )

;
1

g v l vg l

g v g

C C
C

C

γ × − γ ×
=

γ − ×

( ) ( )
( ) ( )

1
.

1
l v l

g v g

C
D

C

γ − ×
=

γ − ×

Таблица 7А.1. Параметры уравнения состояния stiffened для жидкого 
и газообразного додекана

Фаза γ ϖ, Па CV, Дж/кг/К CP, Дж/кг/К q, Дж/кг q’, Дж/кг/К

Пар 1,025 0 1,956·103 2,005·103 –237·103 –24 445

Жидкость 2,35 4·108 1,077·103 2,534·103 –755·103 0

Основным условием появления метастабильных состояний в жидкости и 
начала испарения является увеличение температуры жидкой фазы выше 
температуры насыщения при данном давлении (см. рис. 7А.1):
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 ( ).НАСЫЩlT T P>  (7А.26)

Основным условием начала конденсации пара является понижение тем-
пературы пара ниже температуры насыщения при данном давлении (см. 
рис. 7А.1):

 ( ).НАСЫЩgT T P<  (7А.27)

7А.3.1. Задача о распаде разрыва в додекане

Левая часть метровой трубы (x < 0,75 м) заполнена жидким додеканом 
с температурой 485 К при высоком давлении 2·106 Па. Правая часть тру-
бы (x > 0,75 м) содержит газообразный додекан с температурой 495 К при 
атмосферном давлении. Для согласованности численной модели каждая 
фаза в начальный момент времени содержит малую долю (10–6) другой 
фазы. В начальный момент двухфазная среда находится в состоянии покоя. 
Начальные данные приведены в табл. 7А.2. Результаты расчета без учета 
и с учетом массообмена представлены на рис. 7А.2 для момента времени 
450 мкс. Показаны зависимости для давления, скорости, объемной доли 

Рис. 7А.1. Кривая насыщения додекана для параметров уравнения состояния из 
табл. 7А.1. Вертикальная линия соответствует температуре испарения жидкого 

додекана при атмосферном давлении
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газообразного додекана и массовой доли газообразного додекана. Расчет 
был выполнен на сетке из 128 ячеек для значения числа Куранта 0,4.

Таблица 7А.2. Начальные значения параметров 
для задачи о распаде разрыва в додекане

Слева Справа
3500 /lρ = кг м

3500 /lρ = кг м

62 10lP = ⋅ Па
510lP = Па

0 /lu = м с 0 /lu = м с

32 /gρ = кг м
32 /gρ = кг м

62 10gP = ⋅ Па
510gP = Па

0 /gu = м с 0 /gu = м с

610g
−α = 61—10g

−α =

Рис. 7А.2. Распад разрыва в додекане. 
Зависимости для давления (а), скорости (б), объемной доли газообразного 

додекана (в) и массовой доли газообразного додекана (г)

 а б

 в г
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Глава 7. Методика моделирования сложных ударно-волновых процессов
в двухфазных средах в присутствии сил поверхностного натяжения

В данном расчете испарение моделировалось только на межфазовом ин-
терфейсе. Положение межфазового интерфейса определялось из анализа 
профиля объемной доли. На интерфейсной границе величина объемной 
доли газа должна находиться в диапазоне

 2 21 ,ε ≤ α ≤ − ε  (7А.28)

где 6
2 5 10 .−ε = ⋅

7А.3.2. Кавитация в додекане

Метровая труба заполнена жидким додеканом с температурой 485 К при 
атмосферном давлении. Объемная примесь пара с температурой 495 К со-
ставляет величину 10–2. Скорость двухфазной среды в левой части трубы 
(х < 0,5 м) равна –10 м/с, а скорость в правой части трубы (х > 0,5 м) состав-
ляет 10 м/с. В данном расчете явный межфазовый интерфейс изначально 
отсутствует, кавитация происходит в двухфазной смеси с малой долей газо-
вой фазы. Критерием начала процессов испарения являются только усло-
вия (7А.26; 7А.27). На рис. 7А.3 представлены результаты расчета на сетке 
из 128 ячеек для момента времени 1 мс при значении числа Куранта 0,4. По-
казаны профили давления и массовой доли газовой фазы. На каждом гра-
фике представлены зависимости, полученные с использованием описанной 
в данной работе модели с учетом и без учета массообмена.

Рис. 7А.3. Расчет кавитации в додекане. 
Профили давления (а) и массовой доли газовой фазы (б)
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На рис. 7А.3 видно распространение влево и вправо двух волн разреже-
ния. В центральной области увеличивается объемная доля газовой фазы, 
что приводит к динамическому появлению интерфейсной границы раздела 
фаз. В случае отсутствия массообмена рост объемной доли связан с меха-
ническим расширением газа, который изначально содержится в воде в ма-
лых пропорциях. Таким образом, при отсутствии массообмена рост газовых 
пузырьков при кавитации обусловлен только процессом механической ре-
лаксации. В случае учета процессов массообмена после прохождения волн 
разрежения жидкая фаза оказывается в нестабильном состоянии. Затем 
процессы испарения приводят к образованию дополнительного количества 
газовой фазы, что приводит к значительным изменениям величин всех га-
зодинамических параметров по сравнению со значениями, полученными 
при вычислениях без учета массообмена.
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