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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы 

Несмотря на то, что первые работы по диффузии были опубликованы ещё в 

позапрошлом веке, исследования процессов переноса примеси продолжают и сейчас 

продолжают интенсивно развиваться. 

Из уравнения классической диффузии, вытекающего из законов Фика [1], следует, 

что размер области локализации примеси ( )R t  растет пропорционально квадратному 

корню из времени. Эта зависимость реализуется, когда среда переноса является 

однородной.  

В сильно неоднородных средах, которые часто встречаются на практике, 

возникают неклассические зависимости: 

 ( )R t tγ∝ , где 1/ 2γ ≠ .  

Если 1/ 2γ < , то режим переноса называют субдиффузионным, а при 1/ 2γ >  – 

супердиффузионным. Для описания таких закономерностей было развито большое 

количество моделей в разных областях физики и не только. Так, перенос зарядов в 

полупроводниковых структурах [2-6], проникновение белков через клеточные 

мембраны [7-11], миграция примесей в пористых средах [12-13] описывался 

субдиффузионными режимами. Супердиффузионные режимы идентифицировались при 

движении микроорганизмов [14-15], распространении атомов и кластеров на 

поверхности твёрдых тел [16-17]. 

Особое положение в этом ряду занимают геологических среды [18], так как именно 

они рассматриваются в качестве места захоронения радиоактивных отходов, и знание 

закономерностей переноса радионуклидов в них исключительно важно для проведения 

оценок надежности захоронений. 

Приведенный выше далеко не полный перечень разделов знания, где встречаются 

неклассические процессы переноса, и беглый взгляд на историю их изучения (см. ниже 

Исторический обзор) свидетельствует о том, что эта тема исследований не только 

обширна, но и еще далека от своего завершения. 

Режимы переноса, различаемые видом зависимости ( )R t , и выбором моделей для 

их описания определяются распределением неоднородностей среды, иначе говоря, ее 

структурой. Обычно физическая модель переноса зависит от конечного набора 
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параметров. Если они являются постоянными, то концентрация примеси в зависимости 

от координат и времени, как правило, дается аналитическим выражением. Однако, на 

практике помимо мелко- и среднемасштабных неоднородностей, определяющих выбор 

модели, среда обладает крупномасштабными неоднородностями, так что параметры 

модели зависят от координат. Простейший пример – уравнение диффузии с 

непостоянным коэффициентом диффузии. В таком случае, решение задачи о переносе 

требует проведения трудоемких и время затратных численных расчетов. Отсюда 

возникает задача о построении аналитической теории переноса примеси в средах, 

обладающих крупномасштабными неоднородностями. 

Во многих случаях геологические среды содержат в себе сильно сорбирующие 

включения. Обычно они бывают редкими, но в силу своей специфики могут в 

существенной мере влиять на формирования режимов переноса. Описание процессов 

переноса в таких средах требует разработки отдельной модели. 

Всё сказанное позволяет считать тему диссертации, посвященной переносу 

примеси в средах с крупномасштабными неоднородностями и сорбирующими 

включениями, актуальной и важной для практики. 

 

Исторический обзор  

Если первые работы по описанию  процесса диффузии были выполнены Фиком 

ещё в 1855 году, то Ричардсон в 1926 году, по-видимому, впервые  обнаружил отклонение 

дисперсии от классического закона диффузии [19]. Исследуя экспериментальные данные 

по распространению частиц в атмосфере, он пришел к заключению, что основной размер 

облака локализации примеси растёт со временем как 
3
2t∝ , отличаясь от классической 

закономерности ( )R t t∝ . Данный результат на тот момент не вызвал особого интереса, 

и только спустя десятилетия он привлек внимание исследователей [20-25].  

Первые теоретические работы по неклассическому переносу частиц в 

неоднородных средах были выполнены Шером и Монтроллом [26]. Они описывали 

особенности миграции примеси в твёрдых телах, которые наблюдались в экспериментах 

по измерению фотопроводимости аморфных полупроводников [2, 3]. Для этого ими был 

использован метод, предложенный в 1965 году Монтроллом и Вейсом.  В дальнейшем 

этот метод стал известен как “continuous time random walks” (CTRW) [27], и в 

русскоязычной литературе известен как “случайные блуждания частицы в непрерывном 

времени”.  
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В модели CTRW рассматривается распространение отдельной частицы. В модели 

предполагается, что частица с некоторой вероятностью совершает скачки различной 

длины и длительности, распределенные случайным образом. В рамках данной модели 

функция распределения вероятностей времени ожидания между двумя 

последовательными прыжками и/или длины свободного пробега описывается степенной 

функцией. Впоследствии  модель CTRW нашла приложение и в физике [28, 29], в 

биологии [30, 31] и экономике [32-36]. 

Далее, для описания переноса в неоднородных средах были предложены и другие 

методы, такие как модель дробного броуновского движения – fractional Brownian motion 

(FBM) [37, 38], обобщенное уравнение диффузии – generalized diffusion equation [39], 

уравнение Ланжевена – Langevin equation [40-43] и обобщенное уравнение Ланжевена – 

generalized Langevin equation [44-47], обобщенные кинетические уравнения – generalized 

master equations  (GME) [48, 49]. Эти методы имеют свои преимущества и недостатки, 

которые широко обсуждаются в литературе (см. например [50-52] и др.). Отметим 

наиболее важные моменты. Так как в моделях СTRW и GME достаточно проблематично 

учесть внешние силы и граничные условия, то возникают трудности при решении 

конкретных задач переноса. Кроме того при описании систем со сложной динамикой, 

данные модели не позволяют учесть смену режимов переноса во времени.  

В последнее время при анализе переноса в неоднородных средах большой 

популярностью пользуются феноменологические подходы, основанные на уравнениях в 

дробных производных [53-60]. Одним из наиболее известных является уравнение 

Фоккера-Планка в дробных производных [59, 60]. В отличие от CTRW, учет начальных и 

граничных условий в данном методе не вызывает затруднений. Ограничение метода 

состоит в том, что уравнение Фоккера-Планка в дробных производных применимо для 

описания процессов переноса только в том случае, когда потенциал (внешнее поле) не 

зависит от времени [61]. Кроме того из результатов этой модели следует, что 

концентрация на асимптотически далеких расстояниях от источника примеси убывает 

степенным образом. Однако полученный результат не удалось обосновать физически. 

При описании переноса в неоднородных средах особую роль играют модели 

приближения двупористой среды, когда полагается, что среда миграции состоит из двух 

подсистем: 1) сетки проводящих каналов и 2) пористой матрицы, заполняющей 

пространство между каналами. 

Впервые такие среды были рассмотрены Баренблаттом с соавторами [62] для 

моделирования фильтрации жидкости в неоднородных геологических средах. Для 

описания переноса примесей модель двойной пористости была предложена в работе Герке 



7 

и ван-Генухтена [63]. В исходной модели Герке и ван-Генухтена [63], а также  в работе 

Симунека и ван-Генухтена [64] распределение примесей описывалось локальными 

средними концентрациями (усредненными по масштабам, превышающим характерный 

размер блоков) в каждой подсистеме. Скорость обмена примесей между подсистемами 

определялась разницей между средними локальными концентрациями. Такой подход дает 

удовлетворительное приближение для описания переноса примеси на больших временах, 

когда локальными градиентами концентрации на масштабах отдельных блоков можно 

пренебречь. Однако нетрудно показать, что из-за медленного процесса молекулярной 

диффузии в блоках эти градиенты могут сохраняться достаточно длительное время и 

будут сильно влиять на процесс переноса. 

Для учета указанных мелкомасштабных градиентов было предложено большое 

количество моделей, которые обычно называют неравновесными моделями двойной 

пористости. Целью этих моделей было выявить функцию, определяющую обмен 

примесью между высокопроницаемыми (подвижными) и слабопроницаемыми 

(неподвижными) подсистемами. Некоторые представления этой функции были сделаны 

на основе прямого решения задачи диффузии внутри блоков стандартной формы 

(плоской, цилиндрической, сферической, как, например, в работах Гольца и Робертса [65]; 

Кареры с соавторами [66]; Харви и Горелика [67]; Денцарда и Берковица [68]). В работе 

[37] было предложено использовать интегральное представление с ядром в виде общей 

обратно-степенной функции времени. В работе Донадо с соавторами [69] был предложены 

вариант модели, в которых обмен примесью между подсистемами описывался путем 

введения набора функций, характеризуемых разными скоростями обмена. И до сих пор 

идет поток исследований, решающих данную проблему как численно, так и аналитически 

[70-72]. 

В общем случае функции обмена примесей и, следовательно, характер переноса 

зависят от формы и распределения неоднородностей, их транспортных и сорбционных 

свойств и механизмов переноса примесей. В работах Л.В. Матвеева [73,74] впервые 

предложена неравновесная модель переноса примеси в статистически однородной 

трещиновато-пористой среде. Среда рассматривалась как совокупность двух подсистем – 

сильно проницаемая система трещин и слабо проницаемая матрица, между которыми 

происходит обмен примесью. Важно отметить, что при фиксированных свойствах среды 

режим переноса меняется со временем (см. также [75]). В зависимости от временного 

интервала реализуется последовательность режимов, включая адвекцию-диффузию, 

квазидиффузию, субдиффузию а также медленную адвекцию-диффузию. 
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Кроме аналитических моделей, в литературе имеется большое количество работ, 

посвященных численному моделированию переноса примеси в неоднородных средах. В 

работе [76] предложена численная модель, в которой примесь была условно разделена на 

подвижную и неподвижную фракции, между которыми учитывался обмен с конечной 

скоростью. Другим примером является работа [77], в которой для расчета переноса 

примеси предложен матричный метод. 

В работе [78] с целью обоснования безопасного захоронения радионуклидов в 

геологических средах был проведен расчет переноса примеси в Нижнеканском горном 

массиве.  

При описании переноса в геологических средах особый интерес представляют 

задачи, когда пространственные масштабы изменения характеристик среды сравнимы или 

превышают размер основной области локализации примеси. Для решения таких задач в 

работе П.С. Кондратенко [79] был предложен асимптотический подход. В нем выражение 

для концентрации сведено к однократным (линейным) интегралам вдоль 

характеристической линии – траектории концентрационного сигнала. Сама траектория 

определяется из обыкновенного дифференциального уравнения, вытекающего из 

вариационного принципа. 

Предложенный исторический обзор подтверждает вывод о том, что тема 

предпринятого в диссертации исследования переноса примеси в неоднородных средах 

является актуальной.  

 

Цель работы.  

Теоретическое исследование закономерностей переноса примеси в средах, 

обладающих крупномасштабными неоднородностями, и в присутствии редких сильно 

сорбирующих включений. 

Основными задачами диссертации являются: 

1. Построение асимптотической теории переноса примеси, обусловленного 

классической диффузией, в неоднородных изотропных и анизотропных средах. 

2. Получение асимптотической формулы для концентрации примеси в задаче об 

адвекции-диффузии в неоднородной среде.  

3. Разработка асимптотической теории для модели регулярно неоднородной резко 

контрастной среды с параметрами, зависящими от координат. 
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4. Анализ переноса примеси в трещиновато-пористой среде с редкими сильно 

сорбирующими включениями. 

 

Научная новизна  

Автором впервые: 

1. Построена асимптотическая теория переноса примеси, обусловленного 

классической диффузией, в неоднородных изотропных и анизотропных средах. 

2. Получена асимптотическая формула для концентрации примеси в задаче об 

адвекции-диффузии в неоднородной среде. 

3. Исследованы закономерности переноса примеси в модели регулярно неоднородной 

резко контрастной среды (модели Дыхне) с параметрами, зависящими от координат. 

4. Проанализированы закономерности переноса примеси в трещиновато-пористой 

среде с редкими сильно сорбирующими включениями. 

 

Практическая ценность 

1. Установленные в работе аналитические результаты являются универсальными и 

могут быть использованы для решения широкого круга задач о переносе примеси в средах 

с крупномасштабными неоднородностями.  

2. Полученные результаты дают возможность проведения быстрых качественных 

оценок для характеристик переноса радионуклидов и других загрязнений в геологических 

средах. 

3. Полученные результаты могут быть применены как для усовершенствования 

существующих, так и для создания новых численных кодов, предназначенных для 

моделирования процессов переноса примеси в геологических средах.  

 

Личный вклад автора состоит в следующем: 

1. Построена асимптотическая теория переноса примеси при классической диффузии 

в неоднородной изотропной среде. 

2. Разработана асимптотическая теория анизотропной классической диффузии в среде 

с крупномасштабными неоднородностями.  
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3. Решена задача о переносе примеси в регулярно неоднородной резко-контрастной 

среде с параметрами, зависящими от координат.  

4. Исследовано влияние редких сильно сорбирующих включений на режимы 

переноса и получены выражения для концентрации на асимптотически больших 

расстояниях в трещиновато-пористой среде. 

 

Основные положения, выносимые на защиту: 

1. Концентрация примеси в задаче о классической диффузии в среде с 

крупномасштабными неоднородностями на асимптотически больших расстояниях 

сводится к однократным интегралам вдоль характеристической кривой - траектории 

концентрационного сигнала. Сама траектория определяется из обыкновенного 

дифференциального уравнения первого порядка. 

2. В задаче об адвекции-диффузии, при слабой зависимости скорости от координат, 

концентрация примеси на больших временах описывается классической формулой, в 

которой величина расплывания области локализации примеси определяется интегралом от 

зависящего от координат коэффициента диффузии вдоль траектории центра масс примеси. 

3. При анизотропной диффузии, когда источник примеси и точка наблюдения 

лежат по разные стороны плоской границы между средами с различающимися 

тензорами диффузии, траектория концентрационного сигнала при пересечении 

границы терпит излом, но, в отличие от изотропной диффузии, в общем случае не 

лежит в плоскости, перпендикулярной границе раздела. 

4. В асимптотической теории переноса в регулярно неоднородной резко контрастной 

среде с параметрами, зависящими от координат, траектория концентрационного сигнала 

на относительно ранних временах является плоской, а на поздних – объемной. 

5. В трещиновато-пористых средах с редкими сильно сорбирующими включениями, 

в случае, когда сорбционная емкость превышает критическую величину, на поздних 

временах реализуются два дополнительных режима переноса – медленная 

квазидиффузия и замедленная адвекция-диффузия, обусловленные сорбирующими 

включениями. 

 

Достоверность результатов 

Достоверность результатов базируется на применении современных методов 

теоретической и математической физики, а также на согласии с численными расчетами. 
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Публикации и апробация работы 

По теме диссертации опубликовано 8 печатных работ, 5 из них в изданиях из 

списка, рекомендованного ВАК Минобрнауки России. 

Основные результаты работы были представлены на ежегодной конференции 

молодых ученых ИБРАЭ РАН (Москва, 2019), 61-ой научной конференции МФТИ 

(Долгопрудный, 2018), 62-ой научной конференции МФТИ (Долгопрудный, 2019), 63-ой 

научной конференции МФТИ (Долгопрудный, 2020), 64-ой научной конференции МФТИ 

(Долгопрудный, 2021). 

 

План работы 

Глава 1 посвящена исследованию переноса примеси, обусловленного диффузией 

и адвекцией, в изотропной среде с крупномасштабными неоднородностями. 

В Главе 2 построена асимптотическая теория анизотропной диффузии в 

неоднородной среде.  

Глава 3 посвящена разработке асимптотической теории для модели регулярно 

неоднородной резко контрастной среды (модели Дыхне) с параметрами, зависящими от 

координат. 

В Главе 4 исследованы закономерности переноса примеси в трещиновато-

пористой среде с крупномасштабными сорбирующими включениями. 

  



12 

ГЛАВА 1 

КЛАССИЧЕСКИЙ ПЕРЕНОС ПРИМЕСИ В НЕОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ 

СРЕДЕ  

Аналитическое решение задачи о классической адвекции-диффузии примеси в 

однородной среде хорошо известно. Для задач переноса примеси в неоднородных средах 

применяют численные решения уравнений в частных производных второго порядка, для 

чего требуются существенные вычисленные мощности.  

В работе [79] был впервые предложен асимптотический подход к описанию 

процессов переноса примеси в средах с крупномасштабными неоднородностями Он 

применим на расстояниях до источника примеси, значительно превосходящих размер 

основной области локализации примеси. В этой области формирование концентрации 

обусловлено коротковолновой частью механизма переноса, и зависимость 

концентрации от расстояния представима в виде произведения убывающей экспоненты 

с показателем, значительно больше единицы, и относительно медленно меняющегося с 

расстоянием предэкспоненциального множителя. Результат для концентрации сведен к 

однократным интегралам вдоль специальной линии – траектории концентрационного 

сигнала. Эта траектория определяется из вариационного принципа, приводящего к 

обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка для единичного 

вектора касательной к самой траектории. Такой подход к теории процессов переноса по 

форме близок к приближению геометрической оптики в электродинамике [80] и 

квазиклассическому приближению в квантовой механике [81]. Сведение задачи о 

переносе примеси к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка 

существенно упрощает процедуру численных расчетов применительно к средам, 

обладающих крупномасштабными неоднородностями. Отметим, что в работе [79] 

асимптотический подход был продемонстрирован на модели случайной адвекции, в 

которой реализуется супердиффузионный режим переноса. 

Целью настоящей главы является построение асимптотической теории переноса 

примеси на основе классической изотропной диффузии в неоднородной среде. Далее в 

разделе 1.1 сформулирована постановка задачи. В разделе 1.2 выводится уравнение для 

траектории концентрационного сигнала. В разделе 1.3 получено выражение для 

концентрации для различных размерностей пространства. В разделе 1.4 приведены 

результаты численной реализации асимптотической теории и их сравнение с результатами 

прямых численных расчетов на основе уравнения диффузии в неоднородной среде. В 
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разделе 1.5 дан вывод формулы для концентрации в задаче об адвекции-диффузии в 

неоднородной среде. В заключительном разделе кратко подведены итоги главы. 

1.1 Постановка задачи Equation Section (Next) 

Концентрация примеси удовлетворяет известному уравнению  

 
( ) ( )( ),

,
c r t

div D c r t
t

∂
= ∇

∂

d

d

, (1.1) 

где коэффициент диффузии является функцией координат, ( )D D r=
d . Считаем, что в 

начальный момент времени вся примесь сосредоточена в начале координат. 

 ( ) ( ),0c r N rδ=
d d , (1.2) 

где N  - полное число частиц примеси.  

В представлении Лапласа, ( ) ( )
0

, pt
pc r dt c r t e

∞
−= ∫

d d , уравнение (1.1) с учетом (1.2) 

принимает вид: 

 ( ) ( ) ( ){ } ( )p ppc r div D r c r N rδ− ∇ =
d d d d . (1.3) 

Нас будет интересовать концентрация на асимптотически далеких расстояниях от 

источника примеси, когда ( )r R t
, где ( )R t - размер основной области ее локализации в 

момент времени t . Тогда решение уравнения (1.3) удобно представить в форме: 

 ( ) ( ) ( ) ( ), 1p r
p p pc r A r e r−Γ= Γ

d

d d d

 . (1.4) 

Благодаря неравенству ( ) 1p rΓ
d

  возникает малый параметр 

 ( )( ) 1
min , , 1p L rξ ξ

−
= ∇Γ <<

d . (1.5) 

где L  - характерный масштаб длины, на котором заметно меняется коэффициент 

диффузии. Выполнение условия 1ξ <<  лежит в основе теорий, разрабатываемых в этой и 

последующих двух главах. Подставляя (1.4) в (1.3), в нулевом порядке по параметру ξ  

приходим к уравнению в частных производных первого порядка для показателя 

экспоненты ( )p rΓ
d : 

 ( ) ( )( )2
0pp D r r− ∇Γ =

d d . (1.6) 

Отсюда следует, что 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )20

, , 1.
0p

Dpr n r r n r r
D D r

n n∇Γ = = =
d dd d d d d

d

 (1.7) 

1.2 Траектория концентрационного сигнала 

Уравнение (1.6) по своей форме аналогично уравнению эйконала в геометрической 

оптике [80] (или уравнению Гамильтона – Якоби в классической механике [82]). 

Соответственно, роль эйконала в задаче о диффузии в неоднородной среде играет 

функция ( )p rΓ
d , а величина ( )n rd  из (1.7) является аналогом показателя преломления. В 

дальнейшем функцию ( )p rΓ
d  будем назвать квазиэйконалом. Решение уравнения (1.6) с 

учетом (1.7) для функции квазиэйконала сводится к одномерному (линейному) интегралу  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

,
0

r

p
pr r r dln r

D
ψ ψΓ = = ∫

d

d d d d  (1.8)  

вдоль линии от источника до точки наблюдения. При этом линия, определяется из условия 

минимума интеграла ( ) ( )
0

r dln rψ = ∫
d

d d

r

:  

 ( ) ( )
0

0l lr dln rδ ψ δ≡ =∫
d

d d

r

. (1.9) 

Величина dl  в (1.8) и (1.9) является дифференциальным элементом указанной линии, а 

единичный вектор ( )rd dn  из (1.7) направлен по касательной к ней. Эта линия является 

аналогом траектории луча в геометрической оптике, а в задаче о переносе примеси будем 

ее называть траекторией концентрационного сигнала. Условие (1.9) является аналогом 

принципа Ферма в геометрической оптике [80], или - Мопертюи в классической механике 

[82]. 

Подобно геометрической оптике (см. [80]), из соотношения (1.9) вытекает 

обыкновенное дифференциальное уравнение для траектории  

 ( )( )1d n n
dl n
n n n= ∇ − ∇
d

d d . (1.10) 

Из условия (1.9) и уравнения (1.10) видно, что в однородной среде, когда ( ) 1n r =
d , 

constn =
d , и траектория концентрационного сигнала является отрезком прямой линии, 

соединяющим точку наблюдения с источником. При этом r
r

n =
d

d . 
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Рис.1.1. Преломление концентрационного сигнала на границе двух однородных 

изотропных сред с коэффициентами диффузии 1D  и 2D , закон Снеллиуса. И П  - источник, 

Т Н  - точка наблюдения, Г Р  - граница раздела между средами, – - траектория 

концентрационного сигнала. 

 

Из условия (1.9), а также (1.10) следует, что в случае, когда между источником и 

точкой наблюдения имеется поверхность, где коэффициент диффузии терпит скачок, 

траектория концентрационного сигнала в точке пересечения указанной поверхности 

испытывает излом, который описывается формулой, аналогичной закону Снеллиуса:  

 1 2

1 2

sin sin
D D
θ θ

= . (1.11) 

Здесь 1 2,D D  - коэффициенты диффузии по разные ее стороны границы, 1 2,θ θ  - углы 

между линией концентрационного сигнала и нормалью к поверхности границы по 

соответствующим ее сторонам (см. Рис.1.1). Существенно, что плоскость, которой 
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принадлежит траектория концентрационного сигнала перпендикулярна границе раздела. 

Определение ориентации этой плоскости базируется на том, она должна содержать две 

точки – источник и точку наблюдения и что, кроме того, в задаче имеется выделенное 

направление – нормаль к границе между средами. Никаких других выделенных 

направлений в задаче нет. Отметим, что в традициционной постановке задачи из 

геометрической оптики вместо двух точек, принадлежщих плоскости, есть направление 

падающего на границу луча. 

 

1.3 Концентрация примеси в зависимости от размерности задачи  

Поскольку численная реализация асимптотической теории классической диффузии, 

которой посвящен следующий раздел, проводилась в пространственных размерностях 

1,2δ = , в этом разделе будет получено выражение для концентрации при 1,2,3δ = . 

Начнём с вычисления предэкспоненциального множителя ( )pA rd  в выражении 

 (1.4). С этой целью подставим (1.4) в (1.3) и отберем слагаемые, которые по сравнению с 

уравнением (1.6) имеют следующий (первый) порядок малости по параметру ξ , 

определенному равенством (1.5) . В результате, приходим к уравнению  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0p p p p p pD r Г A r A r Г D r D r A r Г∇ ∇ + ∇ ∇ + D =
d d d d d d . (1.12) 

После подстановки (1.7) в (1.12), имеем обыкновенное дифференциальное 

уравнение первого порядка 

 
( )( ) ( )

( )
ln

2 0pd A r r
div

d n r
n

ψ
 

+ =  
 

d

d d

d

. (1.13)  

Здесь 
( ) ( )

( )( )
( )
rd d

d r n r dl n r
n

ψ
∇

= =
d d

d d d

,
 - производная вдоль линии концентрационного 

сигнала. 

Для получения решения уравнения (1.13) в явном виде требуется знать поведение в 

нем второго слагаемого слева при 0r →
d . С этой целью заметим, что при r L<<  среду 

можно приближенно считать однородной, а это значит, что 1, , rn r
r

ψ n≅ ≅ ≅
d

d

, и тогда 

 
( )
( )

1r
div при r L

n r
n δ

ψ
−

≅ <<
d d

d

. (1.14) 
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Поэтому прежде, чем интегрировать второе слагаемое слева в (1.13) в пределах от 0  до rd , 

с целью компенсации расходимости на нижнем пределе вычтем из подынтегрального 

выражения 
1δ

ψ
−

, а после взятия интеграла добавим к результату величину ( )1 lnδ ψ− , 

получившуюся от подстановки на верхнем пределе. В итоге придем к результату: 

 ( )
( )

( )1
2

exp ,p
p

B
A r H r

r
δ

ψ
−= −  

d d

d

 (1.15) 

где 

 ( ) ( )
( )

( )

0

1 1 .
2

r r
H r d div

n r

ψ n δψ
ψ

   −
= −      

∫
d

d d

d

d

 (1.16) 

Подставляя (1.8) и (1.15) в (1.4), приходим к выражению для концентрации в 

представлении Лапласа: 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )1

2

exp ,
0

p
p

B pc r r H r
D

r
δ ψ

ψ
−

 
= − − 

  

d d d

d

 (1.17)  

Отметим, что, что как следует из равенства (1.16) с учетом (1.14), в однородной среде 

имеет место равенство ( ) 0H r =
d

. С учетом этого факта, а также (1.14), из равенства (1.17) 

вытекает, что концентрация примеси при диффузии в однородной среде в представлении 

Лапласа - ( )pc rd дается выражением  

 ( ) ( )1
2

exp
0

p
p

B pc r r
D

r
δ −

 
= − 

  

d

 . (1.18)  

Эквивалент этого выражения в пространственно-временном представлении - ( ),c r td  

вычислен в приложении П1 и дается формулой (П.1.3). Отметим, что выражения (1.17) и 

(1.18) имеют одинаковые зависимости от Лапласовской переменной. Из всего сказанного 

вытекает, что формула для концентрации в пространственно-временном представлении 

при диффузии в среде с крупномасштабными неоднородностями ( ),c r td  получается из 

(П.1.3) путем замены r ψ→  и введения дополнительного множителя ( )exp H r−  
d . В 

итоге приходим к выражению: 
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 ( )
( )( )

( )
( ) ( )

2

2

, exp
4 04 0

s

rNc r t H r
D tD t

ψ

p

 
= − − 

  

d

d d . (1.19) 

 

1.4 Численная реализация асимптотической теории  

В этом разделе проведено сравнение распределения концентрации, рассчитанного 

двумя способами: на основе асимптотической теории и путем прямого численного 

решения исходной задачи диффузии (уравнения в частных производных второго порядка) 

с коэффициентом диффузии зависящим от координат. Сравнение проведено для 

одномерного и двумерного случаев. 

В одномерном случае, была выбрана следующая зависимость коэффициента 

диффузии от координаты 

 ( )

2

0

1 1

x
a

x
a

eD x D
b e

 
 
 =   
 + −    

.   (1.20) 

Исходя из этого выражения, и, используя соотношения (1.7) и (1.8), было получено 

соотношение для интеграла вдоль траектории концентрационного сигнала  

 ( ) ( )1 1
x
ax bx a b eψ

− 
= + − − 

 
, (1.21) 

и в итоге, согласно (1.19) выражение для концентрации приняло  вид: 

 ( )
( )

( )
2

1
02

0

1, 1 1
44

x
aNc x t exp bx a b e

D tD tp

−    = − + − −       
. (1.22) 

На рис.1.2 проведён сравнительный анализ  распределения концентрации, 

полученной при помощи прямого численного решения уравнения в частных производных 

второго порядка, (синий цвет) и аналитического выражения (1.22) (красный цвет). Как 

видно из указанного рисунка, что с увеличением расстояния точность выражения для 

концентрации, полученного из формулы (1.22), растёт. Это естественно, поскольку 

асимптотическая теория предназначена для описания распределения концентрации на 

далеких расстояниях от источника. 
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Рис. 1.2 Результаты прямого численного расчёта и асимптотического решения для 

одномерного случая на временах t=109 s. 

 

Аналогичным способом проводилось сравнение результатов, полученных на 

основе асимптотической теории и путем прямого численного расчета, в двумерном 

случае. Зависимость коэффициента диффузии от координат была выбрана следующей: 

 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1

2 0 1 1
1 2 1 2

2 1

D r D x x
x x D x x D

x x x x D x x
x x

θ

θ θ θ

= − +

− + −
+ − − + −

−

d

,
 (1.23) 

где ( )uθ  - функция Хэвисайда: 

( )
1 0
0 0

u
u uθ

>
=  <

, ;
,  

Зависимость (1.23) изображена на Рис. 1.3. 
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Рис.1.3. Графическое изображение координатной зависимости коэффициента диффузии 

(1.23). Красный кружок обозначает источник примеси. 

На Рис.1.4 показаны распределения концентрации, полученные с помощью 

асимптотического метода (красный цвет) и численного расчёта уравнения диффузии 

(чёрный цвет). Из графика видно, что расчёт, проведенный на основе асимптотического 

метода, описывает распределение концентрации с высокой точностью.  

Важно подчеркнуть, что скорость расчёта, основанного на асимптотическом 

методе, на 2 порядка выше скорости расчёта, полученного при численном решении 

уравнения второго порядка. Это делает применение данного метода в численных расчетах 

весьма многообещающим. 
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Рис. 1.4. Результаты, полученные путем прямого численного расчёта и на основе 

асимптотической теории в двумерном случае. Calculation – прямой численный расчет, 

Analytics Eiconal – расчет на основе асимптотической теории. 

 

1.5 Классическая адвекция-диффузия в неоднородной изотропной среде 

В этом разделе при определенных ограничениях на параметры задачи будет 

рассмотрены характеристики переноса примеси на основе классической адвекции-

диффузии. После добавления в уравнение (1.1) слагаемого, ответственного за адвекцию, 

оно приобретает вид 

 ( ) 0c div uc D c
t
∂

+ − ∇ =
∂

d ,  (1.24) 

где скорость адвекции, как и коэффициент диффузии, являются функциями координат 

( )u u r=
d d d , ( )D D r=

d . Как и ранее, начальное условие соответствует равенству (1.2). 
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На относительно ранних временах, когда 2

Dt
u

 , адвективным слагаемым в 

уравнении (1.24) можно пренебречь, и тогда задача сводится к уже рассмотренной в 

предыдущих разделах этой главы. Рассмотрим далее перенос примеси на поздних 

временах 2

Dt
u

>> , потребовав выполнения следующих неравенств: 

 ,u Dut L r ut L<< − <<
d d . (1.25) 

Здесь uL  и DL  - характерные масштабы длины, на которых заметно меняются, 

соответственно, скорость адвекции и коэффициент диффузии. Условия (1.25) позволяют 

перейти в уравнении (1.24) в движущуюся систему координат 

 r r r ut′→ = −
d d d d . (1.5) 

В итоге, уравнение (1.24) с учетом второго из неравенств (1.25) приобретает вид  

 ( ) ( ), 0D ut c r t
t ′
∂  ′− D = ∂ 

d

d d

r . (1.27) 

Решением этого уравнения  является выражение: 

 ( ) ( ) ( )
( )

23
2

0
0

, 4 exp
4
r ut

c r t N D t
D t t

p −  −
= − 

  

d d

d





,  (1.28) 

где  

 ( ) ( )
00

t D ut
t t dt

D
 
′=  
 

∫
d

 . (1.29) 

Формулы (1.28) и (1.29) сохраняют самостоятельный смысл при выполнении неравенства 

 D uL L .  (1.30) 

В противном случае, когда ~D uL L , они сводятся к решению уравнения адвекции-

диффузии в однородной среде. 

 

1.6 Выводы 

Решение задачи о классической диффузии на основе асимптотического подхода 

[76] на расстояниях, значительно превосходящих размер основной области локализации  

примеси, сведено к интегралам вдоль линии, условно названной траекторией 

концентрационного сигнала. Сама траектория определяется из обыкновенного 

дифференциального уравнения первого порядка. Уравнение вытекает из вариационного 
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принципа, который является аналогом принципа Ферма в геометрической оптике, или 

Мопертюи в классической механике. 

Решение задачи об адвекции-диффузии в неоднородных средах при определенных 

ограничительных условиях сведено к классической формуле, в которой элемент, 

описывающий дисперсию примеси, сведен к линейному интегралу от коэффициента 

диффузии вдоль адвекционного смещения примеси. 

Численная реализация показала, что по сравнению с прямыми численными 

расчетами классической диффузии в неоднородных средах применение асимптотической 

теории приводит к существенному сокращению расчетного времени.  
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ГЛАВА 2 

КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФУЗИЯ В НЕОДНОРОДНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ  

Цель настоящей главы состоит в обобщении асимптотической теории классической 

диффузии на случай анизотропной среды.  

В разделе 2.1 сформулирована постановка задачи и дан вывод уравнения для 

квазиэйконала. В разделе 2.2 получено уравнение для траектории концентрационного 

сигнала. В разделе 2.3 найдено выражение для концентрации в пространственно-

временном представлении. В заключительном разделе подведены итоги. 

 

2.1 Постановка задачи. Квазиэйконал Equation Section (Next) 

В анизотропной среде коэффициент диффузии является симметричным тензором 

второго ранга. Соответственно, уравнение диффузии имеет вид: 

 
( ) ( ) ( )( ),

,ik
i k

c r t
D r c r t

t
∂

= ∂ ∂
∂

d

d d

. (2.1) 

Здесь kx - компоненты радиус-вектора, 1, 2,3k = , i ix
∂

∂ =
∂

, ( )ij ijD D r=
d - тензор 

диффузии. По повторяющимся индексам, как обычно, происходит суммирование. 

Далее мы будем придерживаться формализма криволинейной геометрии, 

используемого в общей теории относительности [83]. 

Задав начальное условие в форме (1.2), перепишем уравнение (2.1) в 

представлении Лапласа 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ),ik
p i kpc r D r c r t N rδ− ∂ ∂ =
d d d d . (2.2) 

На асимптотически далеких расстояниях от источника концентрацию 

примеси, как обычно, ищем в виде (1.4). После подстановки этого выражения в 

уравнение (2.2) в нулевом приближении по малому параметру ξ , определенному 

равенством (1.5), приходим к уравнению в частных производных первого порядка 

для квазиэйконла ( )p rΓ
d

: 

 ( ) ( ) ( ) 0ik
i p k pp D r r r− ∂ Γ ∂ Γ =

d d d  (2.3) 

Зададим 3-вектор iu , касательный к траектории ( )ix s  концентрационного 

сигнала, равенством 
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 ( )i ik
k pu g r= ∂ Γ

d , (2.4) 

где введена эффективная метрика: 

 2 i k
ikds g dx dx= . (2.5) 

Здесь s - интервал, ds  - его дифференциал (см. [83]). Компоненты метрического тензора 

связаны с тензором диффузии соотношениями: 

 ( ) ( )1, ik ik
ik ikg pD r g D r

p
= =

d d

. (2.6) 

Матрица ( )rijD  является обратной матрице ( )rijD , то есть  

 ( ) ( )ij i
jk kD r D r δ=d d , (2.7) 

i
kδ  - единичный тензор.  

Сопоставляя уравнение (2.3) с равенствами (2.4), (2.6), приходим к 

соотношению: 

 1ik
i kg u u = , (2.8) 

с учетом которого и равенства (2.5) получаем выражение для квазиэйконала ( )rpГ : 

 ( ) i k
p ik

o

r ds g dx dxΓ = =∫ ∫
d

d

r

. (2.9) 

Интегрирование здесь происходит по траектории концентрационного сигнала, 

определяемой из вариационного принципа 

 ( ) 0p rδΓ =
d . (2.10) 

2.2 Траектория концентрационного сигнала  

Экстремальная кривая – траектория концентрационного сигнала, 

удовлетворяющая условию (2.10), в терминах криволинейной геометрии называется 

геодезической и согласно [83] определяется из уравнения 

 { } 0
i

i j k
jk

du u u
ds

+ = . (2.11) 

Здесь символы { }i
jk  - символы Кристоффеля (связность эффективной метрики), которые 

даются равенством: 
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 { } ( )1
2

i il
jk j kl k jl l kjg g g g= ∂ + ∂ − ∂ . (2.12) 

Как видно из равенства (2.12), в однородной среде символы Кристоффеля 

равны нулю. Поэтому согласно (2.11) траектория концентрационного сигнала, как и 

в случае изотропной диффузии, в однородной среде является прямолинейным 

отрезком, соединяющим точку наблюдения с источником. 

 

 
 

Рис. 2.1. Преломление концентрационного сигнала на границе двух однородных 

анизотропных сред с коэффициентами диффузии 1
ijD  и 2

ijD . И П  - источник, Т Н  - точка 

наблюдения, Г Р  - граница раздела между средами,  – - траектория концентрационного 

сигнала. 

 

В том случае, когда источник примеси и точка наблюдения лежат по разные 

стороны плоской границы между средами с различающимися тензорами диффузии, 
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траектория концентрационного сигнала, как и в случае изотропной диффузии, при 

пересечении границы терпит излом. Реализация закона Снеллиуса в случае 

анизотропной диффузии отличается от изотропной диффузии в том, что теперь 

плоскость, содержащая траекторию, не является перпендикулярной к границе 

между средами (см. Рис. 2.1), потому что дополнительно к нормали к границе 

выделенными направлениями в этой задаче становятся главные оси тензоров 

диффузии обеих сред. Исключение составляет случай, когда оба тензора диффузии 

соответствуют одноосной анизотропии, причем обе оси направлены по нормали к 

границе. В этом случае траектория концентрационного сигнала, как и для 

изотропных сред, лежит в плоскости перпендикулярной границе раздела этих сред. 

Уравнения, описывающие реализацию закона Снеллиуса для анизотропной 

диффузии, выведены в Приложении 3. 

 

2.3 Концентрация  

Уравнение для предэкспоненты ( )pA rd  из общего выражения для концентрации (1.4) 

получается после подстановки этого выражения в уравнение (2.2) в первом порядке по 

малому параметру ξ  из (1.5): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0ik ik ik
i p k p p i k p p i k pg A r r A r g r A r g r∂ ∂ Γ + ∂ ∂ Γ + ∂ ∂ Γ =

d d d d d d

.  (2.13) 

Отсюда с учетом равенств (2.4) находим 

 
( )

2 0p i
i

dlnA r
u

ds
+ ∂ = . (2.14) 

Прежде, чем написать решение уравнения (2.14), выясним поведение второго 

слагаемого в нем при r L . На таких масштабах среда практически однородна, и 

выражение для квазиэйконала согласно (2.9) равно 

 ( ) i k
p ikr s g x xΓ = ≅
d . (2.15) 

Отсюда с учетом равенств (2.4), (2.6) находим дивергенцию вектора касательной iu  

при r L : 

 2 2i
i i k

ik

u
sg x x

∂ ≅ ≅ . (2.16) 

Поступая теперь, как при выводе (1.15), (1.16), приходим к решению уравнения 

(2.14): 



28 

 ( ) ( )p
p ar

i k
ik

o

B
A r exp H r

D dx dx
= −  
∫
d

d d , (2.17) 

где  

 ( )
0

1 2
2

i
a iH ds u

s
 = ∂ − 
 ∫

d

d

r

r .  (2.18) 

а pB  - постоянная интегрирования, зависящая от переменной Лапласа. Отметим, что 

функция ( )aH dr  является независимой от переменной Лапласа. В однородной же 

среде согласно (218) эта функция равна нулю. 

Подставляя (2.9) и (2.17) в (1.4), находим выражение для концентрации в 

представлении Лапласа: 

 ( ) ( )

0

p i k
p ik a

i k o
ik

B
c r exp p D dx dx H r

D dx dx

 
= − − 

 
∫

∫

d

d

d d

r

r . (2.19) 

Аналог этого выражения для однородной среды ( )pc rd  получается путем 

замены 
0

i k i k
ik ikD dx dx D x x⇒∫

dr

 и ( ) 0aH r ⇒
d . С учетом того, что величина pB  зависит 

только от переменной Лапласа, концентрация примеси в пространственно-временном 

представлении в неоднородной среде - ( ),c r td  получается из выражения для своего 

аналога для однородной среды ( ),c r td  посредством операции обратной замены 

0

i k i k
ik ikD x x D dx dx⇒ ∫

dr

 и восстановления слагаемого ( )aH r−
d  в экспоненте. Функция 

( ),c r td  вычислена в приложении П.2 и дается равенством (П.2.3). Произведя указанную 

операцию над формулой (П.2.3), приходим к асимптотическому выражению для 

концентрации примеси при анизотропной диффузии в среде, обладающей 

крупномасштабными неоднородностями: 

 ( )
( )

( )
2

3
00

1r, exp
44

i k
ik a

Nc t D dx dx H r
tD tp

  
 = − − 
   

∫
d

d d

r

. (2.20) 
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Подчеркнем, что интегралы здесь, как и в (2.9), (2.17) и (2.19), берутся вдоль 

траектории концентрационного сигнала, определяемой уравнением (2.11). Напомним 

также, что ( )0 det 0ikD D =   . 

В Приложении 4 показано, что при переходе к случаю, когда тензор диффузии 

пропорционален единичному ( ) ( )ik
ikD r D r δ⇒

d d , асимптотическая формула для 

концентрации (2.20) переходит в соответствующее выражение для изотропной диффузии 

– (1.19), отвечающее с размерности 3δ = . 

 

 2.4 Выводы 

Подведём основные итоги главы. 

Путем применения формализма криволинейной геометрии, заимствованного из 

общей теории относительности, построена асимптотическая теория классической 

анизотропной диффузии в среде с крупномасштабными неоднородностями. Как и в случае 

изотропной диффузии, выражение для концентрации примеси сведено к однократным 

(линейным) интегралам вдоль траектории концентрационного сигнала, обыкновенное 

дифференциальное уравнение для которого оказалось уравнением геодезической в 

криволинейной геометрии. 

Анизотропная диффузия может быть обусловлена как анизотропией самого 

кристалла, в котором происходит перенос примеси, так и структурой среды, если речь 

идет о геологических формациях. Например, несплошности в геологической среде часто 

формируются системами трещинами, а сами трещины могут обладать 

преимущественной ориентацией [84]. Если перенос в геологических средах определяется 

диффузией примеси в виде раствора в грунтовых водах по системе каналов, 

сформированных этими трещинами, то возникают выделенные оси, вдоль которых 

диффузия происходит гораздо быстрее, чем в поперечном к ним направлении. 
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ГЛАВА 3 

МОДЕЛЬ ДЫХНЕ С КОЭФФИЦИЕНТАМИ ДИФФУЗИИ, ЗАВИСЯЩИМИ 

ОТ КООРДИНАТ 

В последние годы крайне актуальной задачей является перенос примеси в резко-

контрастных средах. В таких средах при их неизменных характеристиках режим переноса 

может меняться во времени. Простейшим примером таких сред являются регулярно-

неоднородные среды, в которых можно выделить области с высокой проницаемостью, 

ограниченные в одном или двух измерениях, и области с низкой проницаемостью, 

заполняющие все остальное пространство. Физическим механизмом переноса частиц в 

обеих областях является классическая диффузия. Такая модель была впервые 

сформулирована для постоянных в каждой из областей коэффициентов диффузии 

академиком А.М. Дыхне [85], и была впоследствии названа в его честь [75]. Наряду с 

классическими режимами переноса примеси, эта модель демонстрирует проявление 

неклассического режима – субдиффузии. Применительно к геологическим средам хорошо 

проницаемым областям соответствуют каналы, образованные трещинами, а остальной 

области - слабопроницаемая матрица. 

Практический интерес представляет случай, когда при сохранении сильного 

различия между коэффициентамим диффузии в отдельных областях, внутри каждой из 

них эти коэффициенты не являются постоянными. Разработке асимптотической теории 

модели Дыхне с переменными в пространстве коэффициентами диффузии в плоско- 

параллельной геометрии посвящена настоящая глава. 

В разделе 3.1 сформулирована постановка задачи. Раздел 3.2 посвящен 

вычислению квазиэйконала. В разделе 3.3 получены асимптотические выражения для 

концентрации примеси в различных пространственно-временных интервалах. В 

заключительном разделе 3.4 кратко подведены итоги. 

Equation Section (Next) 

3.1 Постановка задачи 

Первоначально модель Дыхне была сформулирована следующим образом [85]. 

Диффузионный перенос примеси происходит в пространстве, состоящем из области I 

(трещины) – плоскопараллельного слоя толщиной a , заполненного средой с 

коэффициентом диффузии D , и области II (матрицы) – остальной части бесконечного 

пространства, заполненной средой с коэффициентом диффузии d  (см. Рис.3.1). 
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Коэффициенты диффузии удовлетворяют неравенству d D<< . В начальный момент 

времени примесь сосредоточена в одной точке внутри трещины, так что концентрация при 

0t =  задана равенством (1.2). Система координат выбрана так, что { }r ,zr=
dd - радиус-

вектор, где ( ),x yr
d

=  - двумерная координата вдоль границы плоскопараллельного слоя, а 

ось z  направлена по нормали к трещине. Начало координат выбрано так, что границы 

между областями I и II соответствуют равенству 2z a /= ± . Параметры модели a, D, d  

являются константами.  

 

 

Рис.3.1 Геометрия задачи 

 

Анализ [85] показал, что структура распределения концентрации в существенной 

мере определяется тремя характерными временами: 

 
22 2

0 1 2 1, ,
4 4
a a Dt t t t
D d d

 = = =  
 

.  (3.1) 

При текущих временах, когда 0t t , примесь практически полностью 

сосредоточена в трещине и перенос идет в режиме быстрой трехмерной классической 

диффузии, так что зависимость характерного размера основной области локализации 

примеси от времени соответствует оценке ( ) ~R t Dt . Та же зависимость сохраняется и в 

интервале времени 0 1t t t<< << , но здесь перенос происходит в режиме двумерной 

классической диффузии, поскольку распределение примеси по толщине трещины уже 

практически однородно, но доля примеси, проникшей в матрицу, все еще мала. В 

интервале текущего времени 0 1t t t<< <<  примесь уже большей частью сосредоточена в 

матрице, но трещина, тем не менее, играет значительную роль в формировании режима 

,II d

,I Da 
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переноса. Здесь он идет в режиме субдиффузии, которой соответствует зависимость 

( ) 1~R t D t t . И только на временах 2t t>>  перенос полностью определяется матрицей, 

режим тогда соответствует медленной классической диффузии, так что ( ) ~R t Dt . 

Таким образом, в модели Дыхне происходит смена режимов переноса со временем. 

Это свойство, как было впервые установлено в работе [86], приводит к тому, что 

асимптотики концентрации имеют многоступенчатую пространственную структуру. 

Количество ступеней равно числу режимов переноса, реализовавшихся к текущему 

моменту времени. Каждая ступень определяется своим режимом переноса, и это 

происходит так, что, чем более удаленная ступень асимптотики, тем более ранний режим 

ее определяет, самая близкая ступень определяется текущим режимом переноса, а 

следующая за нею ступень формируется режимом переноса, свойственным предыдущему 

интервалом времени. 

В постановке задачи настоящей главы коэффициенты диффузии D,d  являются 

функциями координат, удовлетворяющими прежнему условию d D
. Толщина трещины 

a  считается постоянной. Уравнение переноса примеси имеет вид 

 
( )

( ) ( ) ( )
2 2

c div c ,
t

a ar D r z d r z .θ θ

∂
= ∇

∂
   = − + −   
   

d d d

D

D
 (3.2) 

Граничные условия, как обычно, отвечают непрерывности концентрации ( )c r,td  и 

нормальной составляющей плотности потока примеси ( ) ( )c r ,t
r ,t

z
∂
∂

d

d-D . 

Будем считать, что характерный масштаб L  координатной зависимости, 

одинаковый для функций обеих ( )D rd  и ( )d rd удовлетворяет условию 

 
DL a
d

> .  (3.3) 

Соответственно, пренебрегая зависимостью коэффициента диффузии в трещине от 

координаты z , будем обозначать его ( )D rd . 

При 0t t , где 
( )
2

0 4 0
at

D
= , как и в модели с независящими от координат 

параметрами, матрица не влияет на перенос внутри трещины, и он идет в режиме 

трехмерной классической диффузии с постоянным коэффициентом диффузии ( )0D .  
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На временах 0t t  распределение примеси при 
2
az <  по толщине является 

практически однородным. Поэтому после интегрирования уравнения из (3.2) по толщине 

трещины и перехода в представление Лапласа, с учетом граничных условий и начального 

условия (1.2) приходим к уравнению переноса в трещине; 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
/2 0

/2 0

1
z a

p
p p

z a

c r Npc div D c d r
a z a

r r r δ r
= +

=− −

∂
− ∇ − =

∂

d

d d d dd ,         0t t .  (3.4) 

В том же представлении уравнение диффузии в матрице имеет вид: 

 ( ) ( ) ( )( ) , .
2p p
ap c r div d r c r z= ∇ >

d d d

  (3.5) 

На асимптотически далеких расстояниях от источника примеси, когда ( )r R t , где ( )R t

- размер основной области ее локализации в момент времени t , решение уравнения (3.4) 

принимает форму (1.4) с заменой r r→
dd : 

 ( ) ( ) ( ) ( )exp , 1p p p pc Ar r r r = −Γ Γ 
d d d d


. (3.6) 

Характер решения системы уравнений (3.4), (3.5) зависит от соотношения между 

величинами ( )p r∇Γ
d  и p

d
. Предположим сначала, что имеет место неравенство 

 ( ) .p
p
d

r∇Γ
d

   (3.7) 

Тогда благодаря условию непрерывности на границе для концентрации приходим к 

выводу, что зависимость концентрации примеси в матрице от координаты z  является 

значительно более быстрой, чем от rd . Это дает право пренебречь в уравнении (3.5) 

производными по координатам rd  вдоль границы и тогда оно приобретет вид  

 ( ) ( ) ( )2

2 , .
2

p
p

c r ap c r d z
z

r
∂

= >
∂

d

dd   (3.8) 

Здесь обозначено 

 ( ) ( )
2
az

d d rr
=

=
d d  . (3.9) 

В уравнении (3.8) и далее считаем, что ( ) ( )
2 2
a az z

d r d r
= =−

=
d d . 

С учетом граничного условия на концентрацию уравнение (3.8) имеет очевидное 

решение: 
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 ( ) ( ) ( )
exp

2p p
a pс r c z

d
r

r

  = − −  
   

dd

d

.  (3.10) 

Подстановка его в (3.4) приводит к замкнутому уравнению для концентрации в трещине: 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

.p p p
p N pp c div D c при

t a d
r r r δ r r

r

 
+ − ∇ = ∇Γ  

 

d d d d d



d

 (3.11) 

Здесь обозначено 

 ( )
( )

2

1

2
4 az

at
d r

r
=

=
d

d

.  (3.12) 

Рассмотрим теперь случай, когда справедливо неравенство, противоположное (3.7) 

 ( )p
p
d

r∇Γ
d

 .  (3.13) 

В этом случае зависимость концентрации в матрице от всех координат, включая rd , 

становится медленней, чем в трещине. Тогда, с учетом условия непрерывности 

концентрации на границе, матрица полностью берет на себя формирование режима 

переноса, и в результате перенос примеси полностью описывается трехмерным 

уравнением (3.5). При этом концентрация примеси в трещине определяется из граничного 

условия. Решение уравнения (3.5) в асимптотической области имеет форму (1.4). 

 

3.2 Квазиэйконал 

В нулевом по малому параметру ξ  (см. (1.5)) после подстановки выражений (3.6) и 

(1.4), соответственно, в уравнения (3.11) и (3.5) приходим к уравнениям для 

квазиэйконала: 

 ( )( ) ( )
2 1

1 1, ;p
p p t

D
r

r
−∇Γ = >>

d

d

  (3.14) 

 ( )( ) ( )
( )

2 1 1 1
2 2 1, ;p

p
t

t p t
D

r
r

r
− −∇Γ =

d

d

 

d

  (3.15) 

 ( )( ) ( )
2 1

3 2, ,p
pr p t

d r
−∇Γ =

d



d

  (3.16) 

где характерное время  
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2

2 1
Dt t
d

 =  
 

 (3.17) 

получается из сравнения ( ) ~p
p
d

r∇Γ
d . 

Для удобства перейдем от функций spΓ  к их безразмерным аналогам sψ : 

 ( ) ( ) ( ) , 1, 2;mp m mp mr κ ψ rΓ = =
d d

 (3.18) 

 ( ) ( ) ( )3 3 3p r p rκ ψΓ =
d d

, (3.19) 

где размерные множители ( )s pκ  определены равенствами 

 ( )1 ,
(0)
pp

D
κ =   (3.20) 

 ( )
1
4

2 2
10

,
(0)
pp

D t
κ

 
=  
 

  (3.21) 

 ( )3
0

,pp
d

κ =   (3.22) 

Здесь ( ) ( )10 1 0 0,
2

0 , az
t t d d r

= =
= =

d

r
. 

На основе (3.14) – (3.16) с учетом (3.18) – (3.22) приходим к уравнениям для 

безразмерных функций sψ : 

 ( )( ) ( )2 2 , 1, 2s sn sψ r r∇ = =
d d  , (3.23) 

 ( )( ) ( )2 2
3 3r n rψ∇ =
d d ,  (3.24) 

в которых величины sn   определены равенствами: 

 ( ) ( )1
(0) ,Dn

D
r

r
=

d

d

  (3.25) 

 ( ) ( ) ( )

1
4

10
2 1

1

,
t

n n
t

r r
r

 
=  

 

d d

d

  (3.26) 

 ( ) ( )
0

3
d

n r
d r

=
d

d

 . (3.27) 
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Поступая так же, как при решении уравнения (1.6) находим решения уравнений 

(3.23), (3.24): 

 ( ) ( )
0

, 1, 2s m mdl n m
r

ψ r r= =∫
d

d d   (3.28) 

 ( ) ( )3 3 3
0

.
r

r dl n rψ = ∫
d

d d   (3.29) 

Интегрирование в этих равенствах происходит вдоль траекторий 

концентрационных сигналов, которые определяются из вариационного принципа: 

 ( )
0

0, 1, 2;mdln mδ r = =∫
d

d

r

  (3.30) 

 ( )3 3
0

0,
r

dl n rδ =∫
d

d   (3.31) 

Отсюда аналогично (1.10) вытекают уравнения для единичных векторов, касательных к 

траекториям - sn
d : 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 , ; 1, 2mm
m m m m

m

dnd
n m

dl n dl
rn

r n n n r
r

 
= ∇ − ≡ = 

 

d

d

d d d d d

d

 (3.32) 

 ( ) ( ) ( ) ( )33
3 3 3 3

3

1 ,
dn rd

n r r
dl n r dl
n

n n n
 

= ∇ − ≡ 
 

d
d

d d dd d

d

.  (3.33) 

Отметим, что траектории при 1, 2s =  являются плоскими, а траектория с 3s =  - 

вообще говоря, объемная. Функции sn  могут быть названы индексами концентрационной 

рефракции, а величины ( )mψ rd  и ( )3 rψ d  - длинами концентрационных путей. 

 

3.3. Концентрация примеси в асимптотическом пределе 

В первом приближении по малому параметру ξ  из уравнений (3.11) и (3.5) после 

подстановки в них выражений (3.6) и (1.4) соответственно, получаются уравнения для 

предэкспонент:  

1

1ln 0, ; 1, 2.
2

m m
mp m m m

m m

nd A div d n dl m
d n n

n
ψ

ψ
    

+ = = =    
    

d

  (3.34) 
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( ) 3
3 3 3 3

3 3

1ln 0, .
2p

d A div d n dl
d n

n
ψ

ψ
   + = =    

d

  (3.35) 

Напомним, что величины, отмеченные значком 1,2m = , зависят от двумерной 

координаты rd , а со значком 3  - являются функциями трехмерной координаты rd . 

Решения уравнений (3.34) и (3.35), удовлетворяющих условию сшивки с точными 

решениями для однородной среды 

 

( ) ( ) ( )0 exp , 1,2;
8mp m

m

Nc m
a

r κ r
pκ r

= − =
d

  (3.36) 

 ( ) ( ) ( )0
3 3

0

exp
4p

Nc r r
d r

κ
p

= −
d . (3.37) 

имеют вид: 

 
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

0

exp
,

0 8

1 1 ; 1,2.
2

m
mp

m m m

m
m m

m m

Nn H
A

aD n

H d div m
n

r r
r

r pκ r ψ r

n
r ψ

ψ

−  =

  
= − =  

  
∫
d

d d

d

d d d

d

d

r
 (3.38) 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

3
3 3

3

3
3 3

3 30

exp ,
4 0

1 2 .
2

p

Nn r
A r H r

d r

H r d div
n

p ψ

n
ψ

ψ

= −  

  
= −  

  
∫
d

d

d d

d

d

d

r
  (3.39) 

Концентрации в пространственно-временном представлении ( ),с trd  и ( )r,с td  

получаются путем применения операции обратного преобразования Лапласа к общему 

выражению (1.4): 

 ( ) exp , Re 0
2

b i

p p
b i

dpс t A pt b
ip

+ ∞

− ∞

 = −Γ + > ∫ .  (3.40) 

Благодаря условию 1pΓ 
, интеграл здесь берется с помощью метода стационарной 

фазы: 

 ( ) 0

0

0

0
2

2

exp

2

p
p

p

p p

A
c t p t

p
p

=

 = −Γ + 
∂ Γ

∂

  (3.41) 
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Стационарная точка 0p  (она есть функция координат и времени) находится из уравнения. 

 
0

p

p p

t
p

=

∂Γ
=

∂
. (3.42) 

После подстановки равенств (3.18) – (3.22) и (3.38), (3.39) в уравнение (3.42) и 

равенство (3.41) приходим к асимптотическим выражениям для концентрации примеси в 

модели Дыхне с параметрами, зависящими от координат: 

 
( )

( )( ) ( )

( )( )

2
1

1
0

2
1

0 1

, ,
4 (0) 4

, 1.
4

Nc t exp H
aD t D t

t
D t t

ψ
r r

p

ψ

  ≅ − − 
  

>>

d

d d

d

r

r
, (3.1) 

 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

4/3

2
2

1

4/3

2

2 1
0 1

, 3 ,
2 (0) 6 4 (0) 0

,1 .
4 0

Nc t exp H
aD t D t t

t t
t tD t t

ψ r
r r

p

ψ r

  
  ≅ − −      

 
 << <<  
 

d

d d

d

,  (3.2) 

 
( )

( )
( ) ( )

( )

2
3

33/2
00

2
3

0 2

, ,
44

1 .
4

rNc r t exp H r
d td t

r t
d t t

ψ

p

ψ

  ≅ − − 
  

<< <<

d

d d

d

, (3.3) 

Указанные в этих равенствах пространственно-временные интервалы отвечают 

интервалам из (3.14) – (3.16) для переменной Лапласа, в которые попадает определенная 

уравнением (3.42) стационарная точка 0p , являющаяся функцией координат и времени. 

 

3.4 Выводы 

Сформулируем основные результаты главы. 

На основе асимптотического подхода получены выражения для концентрации 

примеси в модели Дыхне с переменными в пространстве параметрами – простейшей 

физической модели, демонстрирующей неклассическое (субдиффузионное) поведение 

переноса и смену транспортных режимов во времени. 
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Экспоненциальное убывание концентрационных асимптотик позволило для 

квазиэйконала получить дифференциальные уравнения в частных производных первого 

порядка. Поэтому в предельных временных интервалах асимптотические выражения 

сведены к однократным интегралам вдоль траекторий концентрационных сигналов, 

которые определяются из вариационного принципа – аналога принципа Ферма в 

геометрической оптике. Интегралы вдоль траекторий являются аналогами длины 

оптического пути, а соответствующие им подынтегральные выражения – аналогами 

индекса рефракции. Основное отличие в результатах модели с пространственно 

зависимыми параметрами от модели Дыхне с постоянными параметрами сводится к 

замене расстояний от источника примеси до точки наблюдения на соответствующие им 

длины концентрационного пути – интегралы вдоль траектории концентрационных 

сигналов от индексов рефракции. 
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ГЛАВА 4 

ПЕРЕНОС ПРИМЕСИ В ТРЕЩИНОВАТО-ПОРИСТОЙ СРЕДЕ С 

СОРБИРУЮЩИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ 

В предыдущих главах рассматривался перенос в средах с крупномасштабными 

неоднородностями, когда на протяжении исследуемого временного интервала размер 

облака примеси меньше, либо сравнимы с масштабом неоднородностей, так что нельзя 

ввести усредненные свойства среды. Но и в том случае, когда размеры облака превосходят 

пространственные размеры неоднородностей, для резко контрастных сред их свойства не 

могут быть усреднены, поскольку характер переноса во многом определяется градиентами 

концентрации примеси, сохраняющимися долгое время на масштабах отдельных 

неоднородностей среды. 

Речь идет о так называемых двупористых средах. В них среда миграции 

представляется в виде суммы двух подсистем, обладающих сильно различающимися 

характеристиками, - сильно проницаемой и слабопроницаемой подсистем. Сильно 

проницаемая подсистема обычно формируется сетью каналов, образованных крупными 

порами или трещинами, и в связи с этим такие среды часто называют трещиновато-

пористыми. Перенос примеси по ним происходит за счет адвекции в поле скоростей 

фильтрующейся жидкости и молекулярной диффузии в растворе. Слабопроницаемая 

подсистема обычно представляет собой ансамбль пористых блоков (с очень низкой 

проницаемостью), заполняющих пространство между каналами. В блоках, в силу их 

низкой проницаемости, адвекцией можно пренебречь, и перенос определяется только 

молекулярной диффузией. Между подсистемами происходит обмен примесью, в 

существенной мере влияющий на формирование режимов переноса. Имеющиеся в 

литературе работы по моделированию переноса в двупористых средах описаны в 

Историческом обзоре диссертации. 

В этой Главе будет рассмотрено влияние неоднородности такого важного фактора 

как сорбция. Рассматривается трещиновато-пористая среда, в которой часть пористых 

блоков обладает способностью адсорбировать примесь (будем называть их 

сорбирующими включениями). Особый интерес представляет случай, когда их объемная 

доля мала, но сорбционная емкость велика. Будем полагать, что эти блоки из-за их низкой 

проницаемости не изменяют структуру течения грунтовых вод, поэтому адвекция 

примесей по-прежнему происходит по системе трещин, в то время как в пористых блоках 

обоих типов (нормальных и адсорбционных) имеет место только диффузия. 
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Целью данной Главы является построение модели переноса примеси в 

трещиновато-пористой среде, содержащей редкие сорбирующие включения. 

Далее в разделе 4.1 формулируется постановка задачи. В разделе 4.2 

анализируются режимы переноса. В разделе 4.3 рассматривается поведение концентрации 

примеси на асимптотически больших расстояниях от источника примеси. В 

заключительном разделе кратко подводятся итоги Главы. 

Equation Section (Next) 

4.1 Постановка задачи 

Представим трещиновато-пористую среду с редкими адсорбирующими 

включениями как совокупность трех подсистем (см. Рис. 4.1): 1) система каналов с 

высокой проницаемостью, образованных трещинами (или связанными крупными порами), 

2) подсистема слабопроницаемых несорбирующих пористых блоков и 3) подсистема 

слабопроницаемых пористых блоков, которые могут сильно адсорбировать растворенную 

в воде примесь. Свойства среды будем характеризовать следующими параметрами: frϕ  - 

трещиноватость среды; jV  и jS  - характерный объем и площадь поверхности блоков и 

включений, где индекс 1j =  обозначает  обычные блоки, а 2j =  - сорбирующие 

включения; jΨ  - объемная доля, занимаемая блоками каждого типа, jϕ  - их пористость. 

Для описания диффузии примеси в блоках первого типа введем эффективный 

коэффициент диффузии d , который определяется молекулярной диффузией в растворе, 

насыщающем блоки, и учитывает извилистость каналов, образованных пористостью. 

Свойства сорбирующих включений будем характеризовать равновесным коэффициентом 

сорбции Dk , который связывает концентрацию, адсорбированную на поверхности пор (в 

пересчете на единицу объема среды) и концентрацию в растворе внутри пор (см. [87]). 
Наибольший интерес представляет случай, когда объёмная доля, заполненная 

сорбирующими включениями, мала 

 2 1 1, 1Ψ Ψ Ψ ≈ ,  (4.1) 

но доля примеси, которую могут накапливать включения (их «емкость») велика 

 2 2 1 1Kϕ ϕΨ Ψ , (4.2) 

где 1DK k= +  есть величина, названная коэффициентом задержки (см. [87]). 
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Рис.4.1  Схематичное изображение статистически-однородной трещиновато-

пористой среды с сорбирующими включениями. jR  - характерный размер блоков типа j , 

j j jR V S
, 2a  -характерный размер трещин. 

 

Для того, чтобы охарактеризовать «емкость» сорбирующих включений, 

рассмотрим распределение примеси, которое устанавливается при достижении равновесия 

между примесью, локализованной в трещинах и в блоках обоих типов (что справедливо 

при больших временах, см. ниже). В этом случае количество примеси, содержащейся в 

блоках на единицу объема среды, определяется примесью, содержащейся в растворе 

внутри порового пространства, и, соответственно, пропорционально 1 1ϕΨ  (для 1j = ). 

Доля примеси, содержащаяся во включениях ( 2j = ), определяется суммой растворенной 

и адсорбированной примеси, и, следовательно, пропорциональна 2 2KϕΨ . Заметим, что во 

включениях локальное равновесие между примесью в растворенном веществе внутри пор 

и адсорбированной на поверхности пор достигается очень быстро из-за очень малого 

размера пор. 

Уравнение переноса примеси в растворе внутри трещин (активной примеси) имеет 

вид 
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 ( )ˆ ˆ ˆ 0m
c div Vc d c
t
∂

+ − ∇ =
∂

d

, (4.3) 

где ( )ˆ ,c r td - концентрация растворенной примеси внутри трещин, V
d

- локальная скорость 

адвекции в трещинах, md - коэффициент молекулярной диффузии примеси в растворе. 

Примесь может уходить из трещин в блоки (и во включения), так что для концентрации 

примеси в растворе на границе раздела между трещинами и блоками выполняются 

следующие условия 

 ˆ ˆ
Interface Interface

c n= , (4.4) 

где n̂ - концентрация примеси в растворе внутри пор в блоках. Также на данной границе 

должно выполняться условие непрерывности для нормальной компоненты плотности 

потока примеси ( ni  в трещинах и nq  в блоках) 

 n nInterface Interface
i q= ,  (4.5) 

После пространственного усреднения уравнения (4.3) на масштабах, превышающих 

характерные размеры блоков и расстояния между включениями, получаем по аналогии с 

[88] уравнение для усредненной концентрации активной примеси 

 ( ) 1 2
c div uc D c Q Q
t
∂

+ − ∇ = − −
∂

d , (4.6) 

где 

 31 ˆc( , ) ( , )
V

r t d r c r r t
V

ΣΣ

′ ′= ∫
d d d+  - (4.7) 

усредненная концентрация примеси в трещинах, VΣ - объем усреднения. В формуле (4.6) 

ud - средняя скорость адвекции, которую мы считаем постоянной, D - коэффициент 

дисперсии, который включает молекулярную диффузию и гидродинамическую дисперсию 

[88]. Для оценок можно принять: ~ mD d  при 1Pe ≤  и ~ mD d Pe⋅  при 1Pe , где число 

Пекле определяется как 
m

RuPe
d

= , 
1,2

~ max j

j
j

V
R

S=
. 

В общем случае в формуле (4.6) следовало бы ввести коэффициент задержки K  

(множитель перед производной c
t
∂
∂

), который учитывает адсорбцию примесей на 

поверхности трещин, контактирующих с сорбирующими включениями. Этот 

коэффициент пропорционален двум факторам:  
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1) относительной доле примеси, сорбируемой на поверхности трещин по 

отношению к количеству примеси в растворе в объеме трещин, что можно оценить как 

отношение межатомного расстояния к апертуре трещин;  

2) доле площади поверхностей сорбирующих включений к общей площади 

поверхности трещин (или, что то же самое, доле сорбирующих включений).  

Первый фактор мал, поскольку мы полагаем, что велика апертура трещин. Второй 

фактор также мал в силу условия 2 1Ψ  . Поэтому ниже мы пренебрегаем этим эффектом, 

и считаем 1K ≅ . 

Фигурирующие в правой части (4.6) плотности стоков 1,2Q  описывают обмен 

примеси между трещинами и блоками первого и второго типов, соответственно. 

Плотность стоков на единицу объема согласно [70] в общем виде можно представить как 

 ( ) ( )
0

, 1, 2
t

j jQ t t c t dt j
t
∂ ′ ′ ′= Q − =
∂ ∫ , (4.8) 

где свойства ядра интегрального оператора ( )j tQ  определяются диффузией примеси в 

блоки и будут описаны ниже. 

Рассматривается задача с начальным условием 

 ( ) ( ),0c r N rδ=
d d . (4.9) 

Полагаем, что при 0t =  вся примесь расположена в трещинах. 

Далее в уравнении (4.6) удобно перейти в представлении Фурье-Лапласа. Тогда 

имеем: 

 ( )( )2
0, , ;1 , ;2p p pp i uk Dk c N Q Q+ + = − −d d d

d

d

k k k
, (4.10) 

где p - переменная Лапласа, k
d

- волновой вектор, 
,pc d

k
 

, ;p jQ d

k
- образы Фурье-Лапласа 

концентрации примеси в трещинах и плотности стока примеси, соответственно. В силу 

(4.8), выражения для стоков могут быть представлены в виде  

 ( ), ; ,jj pp p cQ = Λd d

k k
. (4.11) 

Здесь функция ( ) ( )j jp p pΛ = Q  обычно носит название «функции памяти». Она 

зависит от формы блоков, и рассчитать ее в общем виде не представляется возможности. 

Но для нее можно получить асимптотические выражения в пределе больших и малых 

значений переменной Лапласа. Для этого решается следующая задача. 
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Для концентрации в обычных блоках 1n , усредненной по масштабам больше, чем 

характерные размеры пор в блоках, но много меньших, чем размер самого блока, 

уравнение имеет вид 

 1
1

n
d n

t
∂

= D
∂

, (4.12) 

где d  - эффективный коэффициент диффузии, учитывающий пористость и извилистость 

путей миграции примеси внутри блоков. 

Для концентрации в сорбирующих блоках необходимо учесть обмен между 

примесью в растворе внутри пор и примесью, адсорбированной на поверхности пор: 

 ( )2
2 2

0

1
D ad

n
d n k n n

t t
∂

= D − −
∂

,  (4.13) 

где 2n  - концентрация в растворе внутри пор, adn  - концентрация, адсорбированная на 

поверхности пор, а 
2

0 4 m

t
d
r

=  - характерное время диффузии на масштабе порядка размера 

r  пор. Для адсорбированной концентрации справедливо уравнение 

 ( )2
0

1ad
D ad

n
k n n

t t
∂

= −
∂

.  (4.14) 

Складывая (4.13) и (4.14), получаем 

 ( )2 2adn n d n
t
∂

+ = D
∂

,  (4.15) 

а учитывая, что время установления равновесия 0t  мало, в (4.15) можно положить  

2ad Dn k n≅ , так что вместо (4.15) имеем 

 ( ) 2
21 D

n
k d n

t
∂

+ = D
∂

  (4.16) 

или, окончательно, 

 2
2

n d n
t K

∂
= D

∂
,  (4.17) 

где K  - введённый выше коэффициент задержки. 

Условие для концентрации примеси на границе блока с трещиной следует из (4.4), 

где надо учесть, что усредненные концентрации связаны с концентрациями в поровом 

пространстве как ˆ frc cϕ=  и ˆj jn nϕ≅ : 
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 /j j frbound
n cϕ ϕ= ⋅ . (4.18) 

Поток примеси из области трещин на один блок типа j  определяется выражением 

 
j

nj j j j
S

q d n dS= − ∇∫
d



, (4.19) 

где интегрирование осуществляется на поверхности j - блока, 1d d=  и 2d d K= . Для того, 

чтобы получить выражение для плотности стоков jQ , необходимо поток на один блок 

(4.19) умножить на плотность блоков в единице объема, которая с учетом того, что 

1frϕ 
 можно определить как  

 j j jVr = Ψ .  (4.20) 

В работе [70] для трещиновато-пористой среды без сорбирующих включений 

показано, что выражение ( )j pΛ  имеет универсальный вид при больших p  (что 

соответствует малым временам, когда частицы примеси в блоках локализованы в 

достаточно узком поверхностном слое) и малых p  (большие времена, когда частицы 

заполняют пространство блока почти однородно). Для трещиновато-пористой среды с 

включениями функция ( )j pΛ  для разных значений переменной Лапласа представима в 

следующем виде 

 ( )
, 1

, 1

bj
aj

j
bj

bj
aj

p pt
t

p
t

p pt
t





Λ ≈ 








 (4.21) 

где ajt  и bjt  выражаются через параметры среды, как и в работе [74], следующим образом 

 
( )

2
1

1 22
1 1 /

a

fr

Rt
dϕ ϕ

=
Ψ

, (4.22) 

 
2

1
1b

Rt
d

= ,  (4.23) 

 
( )

2
2

2 22
2 2 /

a

fr

Rt
dKϕ ϕ

=
Ψ

, (4.24) 

 
2

2
2b

Rt K
d

= .  (4.25) 

Отсюда с учетом неравенства (4.2) вытекает соотношение 
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 2 1

2 1

b b

a a

t t
t t

>> .  (4.26) 

Заметим, что выражения (4.21) согласуются с выражениями для «функции памяти» 

для блоков в форме пластины и сферических блоков (рассчитанных в работах [66] и [67]) 

и совпадают с их асимптотиками в малых и больших величинах p . 

Физический смысл времени bjt  состоит в том, что на временах больше bjt  

концентрация примеси внутри блока сорта j  становиться почти однородной. 

Действительно, оценивая размер блоков как ~ j
j

j

V
R

S
, то для 1j =  получим 

2
1

1 ~b
Rt
d

, что 

есть время диффузии примеси на расстояние порядка размера блока. Для блоков второго 

типа имеем 
2
2

2 ~b
Rt K
d

, где учитывается эффективное уменьшение коэффициента 

диффузии за счет сорбции. 

Физический смысл времени ajt  состоит в том, что на временах ajt ~ t  количество 

примеси в блоках сорта j  и в каналах сравниваются по порядку величины. 

Действительно, количество примеси в трещинах в заданном объеме 0V  приблизительно 

равно 0fr frN c Vϕ≈  . В том же объеме 0V  количество примеси в блоках первого типа 

определяется как 

11 1 1 1N n Vϕ δ r≈ . Здесь  1n  микроскопическая концентрация растворенной 

примеси в порах внутри блоков, а 1Vδ - это часть объема блоков, в которой сосредоточена 

эта примесь. Величину 1Vδ  на временах 1at  можно оценить как 1 1 1aV S dtδ ≈ . Сравнивая 1N  

и frN , учитывая условие (4.4) и определение jr  (4.20), получаем выражение для 1at . Если 

оценить (с учетом того, что 1 1Ψ ≈ ) трещинноватость как 1 1 1~ ~/fr a R aS Vϕ , где a  – 

характерная апертура раскрытия трещин, то для 1at  получим выражение 2 2
1 1/at a dϕ≈ . 

Аналогично, можно определить физический смысл характерного времени 2at . 

Здесь, учитывая сорбцию примеси в блоках с 2j = , получим, что 2 2 2 2 2ˆN n K Vϕ δ r≅ , где 

2 2 2~ /aV S dt Kδ . Приравнивая величины 2N  and frN , находим характерное время 2at , 

которое определяет, когда блоки второго типа начинают заметно влиять на перенос 

примеси. Данное время можно также представить в виде  2

2
2

2 2 12
2 2

( )~ /at dK
a R R
ϕ

⋅
Ψ

. 
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Отсюда следует, что при 2 1Ψ   и 2 1R R  (редкие и крупные включения) выполняется 

условие 2 2
2 2/a at dKϕ

. 

4.2 Режимы переноса 

Охарактеризуем режимы переноса следующими величинами: ( )N t  - количество 

частиц примеси в трещинах (активной примеси), ( )X t  - среднее смещение активной 

примеси и ( ), ,tασ α = ⊥  - дисперсия активной примеси в продольном и поперечном  

относительно скорости адвекции направлениях: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3

1 3

2 1 3 2 2

N t d r c r,t ,

X t N t d r r c r,t ,

( t ) N t d r r c r,t X t .α α ασ δ

−

−

=

=

= −

∫
∫
∫





d

d

d

  (4.27) 

Здесь знаки α =  и ⊥  - обозначают компоненты вдоль и поперёк скорости адвекции, 

соответственно.  
После перехода в равенствах (4.27) в представление Фурье-Лапласа, получим 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,k
0

,k

0

2
2 2

,k2
0

,
2

,
2

1( ) .
2

pt
p

k

pt
p

pt
p

dpN t c e
i

i dpX t e c
N t i k

dpt e c X t
N t i kα α

α

p

p

σ δ
p

=

=

=

=

∂
=

∂

∂
= − −

∂

∫

∫

∫

d

d

d



d



k

k

  (4.28) 

где 
,p kc d  в соответствии с (4.10) и (4.11) имеет вид 

 ( ) ( ) ( )( ) 1
2

0 1 2,pc N p p p i uk Dk
−

= + Λ + Λ + +d

d

d

k . (4.29) 

Подставляя (4.29) в (4.28), получим, что характеристики режимов переноса 

определяются следующими выражениями 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )( )
( )

( )2
2

0
2

0

0
3

2

1 ,

2

2

,
2

( )
2

l i
pt

l i

l i
pt

l i

l i
pt

l i

dpN t N e

u

D

i p

N dp

u

X t e
N t i p

pN dpt e X t
N t i p

α α
α

p

p

σ δ
p

+ ∞

− ∞

+ ∞

− ∞

+ ∞

− ∞

=
Ω

=
Ω

Ω +
= −

Ω

∫

∫

∫ 

, (4.30) 

где 
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 ( ) ( ) ( )1 2p p p pΩ +Λ +Λ= . (4.31) 

В зависимости от соотношения между характерными временами (4.22) - (4.25) 

возникает последовательность интервалов текущего времени со свойственными каждому 

из них режимами переноса. Во всех случаях предполагаем выполненным условие 

 ut ≾ ( )1 2min ,a at t ,         2

4
u

Dt
u

=   (4.32) 

Учитывая также неравенство (4.26), проанализируем режимы переноса в каждом из 

возникающих временных интервалов. 

I. 1 2a at t<<  

1. 1at t . 

Для таких времен значения переменной Лапласа соответствуют 1
1ap t −


, и 

выражение (4.30) аппроксимируется как ( )p pΩ ≅ . Подстановка этого выражения в (4.30) 

с последующим проведением обратного преобразования Лапласа дает: 

 
( )
( )
( ) ( )

0 ,

,

2 , 2 .

N t N

X t ut

t Dt t Dtσ σ⊥

≅

≅

≅ ≅


 (4.33) 

Выражения для величин ( )N t , ( )X t  и ( )tσ⊥  здесь остаются справедливыми во всем 

интервале 1at t . Результат же для продольной дисперсии ( )tσ


 требует выполнения 

дополнительного условия: ( )
1

2 3
1a ut t t<< . В том случае, когда 1u at t<< , возникает 

дополнительный интервал времени - ( )
1

2 3
1 1a u at t t t  , в котором в формуле для 

продольной дисперсии ( )tσ


 из (4.30) в подынтегральном выражении в соответствии с 

(4.31) и (4.21) требуется положить ( )
1a

pp p
t

Ω ≅ + , и тогда приходим к формуле 

 ( ) ( )
1

14
2 3

1 1
1

4
5 a u a

a

tt ut при t t t t
t

σ
p
 

≅  
 



  . (4.34) 

Такое поведение дисперсии связано с тем, что при сносе облака примеси со 

скоростью ud  часть примеси, осажденная ранее в пористых блоках, возвращается затем 
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обратно в трещины. В указанном интервале эта доля составляет 
0 1a

N t
N t
δ

≅ , и эти частицы 

примеси распределены в пространственном интервале от 0 до ut  приблизительно 

равномерно. В итоге приходим к формуле (4.34). Временной интервал, указанный в (4.34), 

возникает при выполнении условия 
2

1RPe
a

 
 
 

 . 

Заметим, что, несмотря на то, что дисперсия растет по степенному закону с 

показателем больше 1 / 2 , этот режим не является супердиффузионным, так как 

выражение (4.34) удовлетворяет условию ( )2Dt t utσ


  . Данный режим можно 

назвать режимом адвекции-диффузии с сильно-анизотропным профилем концентрации: 

впереди максимума имеет место обычное гауссово убывание, а позади него –

концентрация убывает по степенному закону. Впервые данный режим был описан в 

работе [90]. В целом же перенос примеси при 1at t  соответствует режиму, близкому к 

быстрой адвекции-диффузии. 

2. 1 1a bt t t  . 

На этих временах влияние блоков (основной вклад определяется блоками первого 

типа) становится сопоставимым с адвекцией. Значения переменной Лапласа находятся в 

интервале 1 1
1 1b at p t− −
 

, а в знаменателях подынтегральных выражений в (4.30) 

величина ( )
1a

p p
t

Ω ≅ . После выполнения обратного преобразования Лапласа в (4.30) 

получаем выражения для характеристик режима переноса 

 

( )

( )
( ) ( )

( )

1
0

1

1

1

,

,

4 ,

2 .

a

u

u

a

t
N t N

t
X t D t

t D t

t D t t

p
p

σ p

σ p⊥

≅

≅

≅ −

≅



 (4.35) 

Здесь  

 2
1 1u aD u t=  (4.36) 
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Таким образом, в этом временном интервале реализуются в продольном направлении 

режим квазидиффузии, впервые установленным в работе [91], а в поперечном – 

субдиффузия при ( )
1
4t tσ⊥ ∝ .  

 

3. 2
1 * * 1

1

, a
b b

a

t
t t t t t

t
=   

На этих временах блоки первого типа уже насыщены примесью, а вклад 

сорбирующих включений еще несуществен. Значения переменной Лапласа находятся в 

интервале 1 1
1* bt p t− −

 
. Поэтому в соответствии с равенствами (4.31) и (4.21) имеем. 

Подстановка этого выражения в (4.30) с последующим обратным преобразованием 

Лапласа дает: 

 

( )
( )
( )
( )

1

1

1

1

,

,

2 ,

2 .

N t N

X t u t

t D t

t D t

σ

σ⊥

≅

≅

≅

≅



 (4.37) 

Здесь обозначено: 

 1 1 1
1 1 1

1 1 1

, , .a a a

b b b

t t t
N N u u D D

t t t
= = =

d d  (4.38) 

Учитывая неравенство 1

1

1a

b

t
t

<< , здесь реализуется замедленный режим 

классической диффузии - адвекции. 

 

4. * 2bt t t   

В этом временном интервале вклад сорбирующих включений в сравнении с 

блоками первого типа является доминирующим. Значения переменной Лапласа находятся 

в интервале 1 1
2b *t p t− −
 

, и согласно (4.31), (4.21) величина ( )
2a

p p
t

Ω ≈ . Подстановка 

этого выражения в (4.30) и последующее обратное преобразование Лапласа приводят к 

выражениям: 
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( )

( )
( ) ( )

( )

2
0

2

2

2

,

,

4 ,

2 .

a

u

u

a

t
N t N

t
X t D t

t D t

t D t t

p
p

σ p

σ p⊥

≅

≅

≅ −

≅



 (4.39) 

Здесь  

 2
2 2u aD u t=  (4.40) 

Эти формулы могут быть получены из (4.35), (4.36) путем замены 1at  на 2at . 

Соответственно, в интервале 2
1 2

1

a
b b

a

t
t t t

t
   в продольном направлении реализуются 

режим квазидиффузии-II, а в поперечном – субдиффузия-II при ( )
1
4t tσ⊥ ∝ .  

 

5. 2bt t>>  

На этих временах сорбирующие включения, как и блоки первого типа, также 

насыщены примесью. Значения переменной Лапласа удовлетворяют неравенству 
1

2bp t −


. Поэтому в соответствии с равенствами (4.31) и (4.21) имеем 

( ) 2

2

b

a

t
pp

t
Ω ≅ . Подстановка этого выражения (4.30) с последующим обратным 

преобразованием Лапласа дает: 

 

( )
( )
( )
( )

2

2

2

2

,

,

2 ,

2 .

N t N

X t u t

t D t

t D t

σ

σ⊥

≅

≅

≅

≅



 (4.41) 

Здесь обозначено: 

 2 2 2
2 2 2

2 2 2

, , .a a a

b b b

t t t
N N u u D D

t t t
= = =

d d  (4.42) 
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Учитывая неравенство 2

2

1a

b

t
t

<< , здесь реализуется замедленный режим 

классической диффузии–адвекции-II с перенормированными количеством активных 

частиц примеси, средней скоростью и дисперсией. 

На рис. 4.2 и 4.3 схематически показаны зависимости от времени числа частиц 

примеси в трещинах и их среднего смещения. 

 
Рис.4.2 Схематичная зависимость общего числа активных частиц примеси ( )N t от 

времени. 

 

 

Рис.4.3 Схематичная зависимость среднего смещения ( )X t  от времени. 
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II. 2 1a at t< . 

В этом случае последовательность режимов переноса полностью определяется 

блоками второго типа (сорбирующими включениями): сначала реализуется почти 

классическая адвекция-диффузия, затем - квазидиффузия (II) (4.35) - в продольном 

направлении и субдиффузия II в поперечном направлении, и наконец, наступает режим 

медленной адвекции-диффузии (II), определяемая формулами (4.41), (4.42).  

В заключение этого раздела отметим, что время 2bt , определяющее установление 

окончательного режима переноса, может быть довольно большим. Например, с учетом 

типичного значения коэффициента диффузии примеси в растворе 6 210d cm s−≈ для 

размера включений порядка 2 10R cm≈  и коэффициента задержки 210K ≈ получаются, что 

10
2 10 300bt s≈ ≈  лет. 

 

4.3 Концентрации на асимптотически больших расстояниях 

Для анализа поведения концентрации на асимптотически далеких расстояниях от 

источника (больших в сравнении с размером основной области локализации примеси), 

прейдем в равенстве (4.29) к обратному преобразованию Фурье-Лапласа и далее проведем 

интегрирование по волновому вектору. В результате придем к следующему выражению 

для концентрации в пространственно-временном представлении 

 ( ) ( )( )0, exp , Re 0
4 2

b i

pb i

N dpc r t r pt b
Dr ip p

+ ∞

− ∞
≅ −Γ + >∫

d d , (4.43) 

где 

 ( ) ( ) ( )1 21
2 2p u
ur urr t p p p
D D

Γ = − + + + Λ + Λ  

dd

d  (4.44) 

В асимптотической области переменных имеет место неравенство ( ) 1p rΓ >>
d , 

благодаря которому вычисление интеграла в (4.43) может быть проведено методом 

стационарной фазы. В итоге приходим к выражению 

 ( )
( )( )

( )

0

0

2
3

2

exp
r,

32

p

p

p p

r ptN
c t

Dr r
p

p
=

−Γ +
≅

∂ Γ

∂

d

d

d

, (4.45) 

где 0p  - стационарная точка, определяемая из уравнения 
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( )

0p

p

p

r
p

t
=

∂Γ

∂
=

d

, (4.46) 

Заметим, что с ростом r , или с уменьшением t  происходит увеличение 0p . 

Отсюда, как было уже отмечено в предыдущей главе, следует, что в условиях, когда со 

временем происходит смена режимов переноса, асимптотика концентрации на далеких 

расстояниях является многоступенчатой. Каждая ступень определяется своим режимом 

переноса и чем более далекая ступень, тем более ранним режимом она устанавливается, а 

самая близкая - определяется текущим режимом. Поэтому знание выражений для ближних 

ступеней асимптотик на всех временных интервалах достаточно для восстановления 

многоступенчатых асимптотик на всех временах. Поэтому далее займемся вычислением 

ближайших ступеней асимптотик в различных временных интервалах - в соответствии с 

классификацией предыдущего раздела. 

I. 1 2a at t<< . 

1. 1at t . 

Эти времена соответствуют 1
1ap t−>> . Поэтому из (4.44) и (4.46) с учетом (4.21) 

получаем 

 ( ) 1
2 2p u
ur urr t p
D D

Γ ≅ − + +
dd

d ,  (4.47) 

 
2

0 2 2

1 4 1
u

rp
t u t
 

= − 
 

  (4.48) 

Подставляя эти выражения в (4.45), находим: 

 
( )

( )
( )

( )

2
0

3/2

2

1

, exp ,
44

, 1.
4 a

r utN
c r t

DtDt

r ut t
Dt t

p

 −
≅ − 

  

−
>>

d d

d

d d

 . (4.49) 

2. 1 1a bt t t   

Эти времена соответствуют 1 1
1 1b at p t− −
  . Поэтому из (4.44) и (4.46) с учетом (4.21) 

получаем 

 ( )
1

1
2 2 2

u
p

a

tur ur pr
D D t

 
Γ = − + +  

 

dd

d ,  (4.26) 
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2

0 2
14 u

rp
D t

= ,  (4.51) 

Подставляя эти выражения в (4.45), находим: 
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,1 .
4
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  (4.52) 

3. 2
1 * * 1

1

, a
b b

a

t
t t t t t

t
=  . 

Здесь вклад блоков первого типа по-прежнему доминирует, и 1
1bp t−<< . Поэтому из 

(4.44) и (4.46) с учетом (4.21) получаем 

 ( ) 1 1
1

1 1

1
2 2p u
u r u r

r t p
D D

Γ ≅ − + +
d d

d ,  (4.53) 
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  (4.54) 

Здесь 1
1 2

1

4
u

D
t

u
= . 

Подставляя выражения (4,53) и (4.54) в (4.45), находим: 
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r u tN
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−
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d d
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d d

 . (4.49) 

Величины 1N , 1ud  и 1D  определены равенствами (4.38). 

4. * 2bt t t<< <<  

Здесь вклад сорбирующих включений становится доминирующим и 1 1
2 2a bt p t− −<<  . 

Поэтому из (4.44) и (4.46) с учетом (4.21) получаем 

 ( ) ( )2 2

2 22p
u

u r u r pr
D D
−

Γ = +
d d

d ,  (4.27) 
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2

0 2
24 u

rp
D t

= ,  (4.51) 

Подставляя эти выражения в (4.45), находим: 
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dd
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  (4.52) 

Напомним, что величина 2uD  определена равенством (4.40) 

5. 2bt t  

На этих временах сорбирующие включения уже полностью насыщены примесью и 
1
2bp t−<< . Поэтому из (4.44) и (4.46) с учетом (4.21) получаем 

 ( ) 2 2
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2 2

1
2 2p u
u r u r

r t p
D D

Γ ≅ − + +
d d

d ,  (4.53) 
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  (4.54) 

Здесь 2
2 2

2

4
u

D
t

u
= . 

Подставляя выражения (4,53) и (4.54) в (4.45), находим: 

 
( )

( )
( )

( )

2
22

3/2
22

2
2

2 2

, exp ,
44

1 .
4 b

r u tN
c r t

D tD t

r u t t
D t t

p

 −
≅ − 

  

−
<< <<

d d

d

d d

 . (4.49) 

Величины 2N , 2ud  и 2D  определены равенствами (4.42). 

 

II. 2 1 2 1,a a b bt t t t< > . 

При таком соотношении между характерными временами ближайшие ступени 

асимптотик определяются следующими формулами: (4.49) при 2at t< , (4.52) при 

2 2a bt t t<< <  и (4.59) при 2bt t . 
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4.4 Выводы 

Основные результаты главы состоят в следующем. 

Разработана модель переноса примеси в насыщенной статистически однородной 

трещиновато-пористой среде, содержащей редкие сорбирующие включения. Установлены 

режимы переноса и вычислены асимптотики концентрации на далеких расстояниях от 

источника примеси. Режимы переноса характеризовались зависящими от времени числом 

частиц примеси в каналах (активных частиц примеси), средним смещением примеси и 

дисперсией в распределении активных частиц. 

Ключевыми параметрами, определяющими режимы и структуру асимптотик, 

являются характерные времена, которые выражаются через характеристики среды - 

трещинноватость, объемная доля сорбирующих включений, пористость в блоках и во 

включениях, размеры блоков и включений, коэффициент сорбции во включениях. 

Проанализирована роль различных подсистем среды в формировании режимов переноса. 

В зависимости от того, в какой интервал попадет текущее время, реализуется один 

их пяти режимов переноса: классическая адвекция-диффузия трех типов – быстрая, 

замедленная и сверхзамедленная, квазидиффузия – относительно быстрая и замедленная. 

С течением времени число активных частиц, а также скорости изменения смещения и 

дисперсии убывают, достигая минимума на самых поздних временах, когда 

устанавливается равновесие по распределению примеси между трещинами и 

слабопроницаемыми блоками обоих типов. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основные результаты диссертации состоят в следующем. 

1. Концентрация примеси при классической диффузии в неоднородной среде на 

расстояниях, значительно превосходящих размер основной области локализации 

примеси, сведено к интегралам вдоль линии, условно названной траекторией 

концентрационного сигнала. Сама траектория определяется из обыкновенного 

дифференциального уравнения первого порядка, вытекающего из вариационного 

принципа (аналога принципа Ферма).  

2. Решение задачи об адвекции-диффузии в неоднородных средах при определенных 

ограничительных условиях сведено к классической формуле, в которой элемент, 

описывающий дисперсию примеси, сведен к линейному интегралу от 

коэффициента диффузии вдоль адвекционного смещения примеси. 

3. Путем применения формализма криволинейной геометрии, заимствованного из 

общей теории относительности, построена асимптотическая теория классической 

анизотропной диффузии в среде с крупномасштабными неоднородностями.  

4. В асимптотической теории переноса примеси в регулярно неоднородной резко 

контрастной среде (модели Дыхне) с параметрами, зависящими от координат, 

траектория концентрационного сигнала на ранних временах является плоской, а на 

поздних – объемной. 

5. Разработана модель переноса примеси в насыщенной статистически однородной 

трещиновато-пористой среде, содержащей редкие сорбирующие включения. 

Установлены режимы переноса и вычислены асимптотики концентрации на 

далеких расстояниях от источника примеси. В том случае, кода сорбционная 

емкость включений превышает критическую величину, на поздних временах 

реализуются два дополнительных режима переноса – медленная квазидиффузия и 

сверхзамедленная адвекция-диффузия.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

В этом приложении будут получены выражения концентрации примеси при 

диффузии в однородной изотропной среде - ( )с r ,td  в пространстве размерностями 

1 2 3, ,δ =  с коэффициентом диффузии ( )0D D= .  

Переходя в (1.1) в представление Фурье по пространственной переменной 

приходим к уравнению 

 
( ) ( ) ( )20 0k

k

с t
D k с t

t
∂

+ =
∂

d

d

d


 . (П.1.1) 

Здесь k
d

 - волновой вектор размерности δ . Решением уравнения (П.1.1) с начальным 

условием (1.2) является выражение 

 ( ) ( )( )20kс t N exp D k t= −d

d

 . (П.1.2) 

Выполняя здесь обратное преобразование Фурье приходим к выражению для 

концентрации в пространственно-временном представлении при диффузии в однородной 

изотропной среде в пространстве размерностью 1 2 3, ,δ = : 

 ( )
( )( ) ( )

2

2
4 04 0

N rс r ,t exp
D tD t

δ

p

 
= −  

 

d

d

 . (П.1.3) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

В этом приложении получим выражение для концентрации примеси при 

диффузии в однородной анизотропной среде - ( )с r ,td  в трехмерном пространстве с 

коэффициентом диффузии ( )0ik ikD D= .  

Переходя в (2.1) в представление Фурье по пространственной переменной 

приходим к уравнению 

 
( ) ( ) ( )0 0ikk

i k k

с t
D k k с t

t
∂

+ =
∂

d

d



 . (П.2.1) 

Решением этого уравнения с начальным условием (1.2) является выражение 

 ( ) ( )( )0ik
i kkс t N exp D k k t= −d

 . (П.2.2) 

Выполняя здесь обратное преобразование Фурье, приходим к выражению для 

концентрации в пространственно-временном представлении при диффузии в однородной 

анизотропной среде: 

 ( )
( )

( )
3

0

0
44

i k
ikD x xNс r ,t exp

tD tp

 
= −  

 

d

 . (П.2.3) 

Здесь ( )0 det 0ikD D =   . 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

Трансформация закон Снеллиуса при диффузии в анизотропных средах. 

Целью этого приложения является вывод формул для траектории 

концентрационного сигнала в том случае, когда источник примеси и точка 

наблюдения лежат по разные стороны плоской границы между двумя однородными 

анизотропными средами с различающимися тензорами диффузии, ( )1
ikD  и ( )2

ikD . 

Введем декартову систему координат, в которой плоскость x,у  совпадает с 

плоской границей раздела между двумя средами, ось x  проходит через проекции 

источника примеси и точки наблюдения на границу раздела, а ось z , естественно, 

направлена по нормали к границе. Начало координат выберем так, чтобы оно совпадало с 

проекцией источника на границу раздела. Значение проекции точки наблюдения на ось x  

обозначим a . Проекции источника примеси и точки наблюдения на ось z  обозначим, 

соответственно, 1h−  и 2h , так что отвечающие им радиус-векторы есть 

 { } { }1 1 2 20 0 0r , , h , r a, ,h .= − =
d d

 (П3.1) 

Обозначим далее 

 { }0 0 0 0r x , y ,=
d

 (П3.1) 

- радиус-вектор точки пересечения траектории концентрационного сигнала с границей 

раздела и введем векторы 

 1 2 0 1 2, ,R r r= −
d

d d . (П3.2) 

В рассматриваемом здесь случае траектория концентрационного сигнала состоит из двух 

прямолинейных отрезков, переходящих один в другой в точке 0r
d

. Поэтому квазиэйконал 

записывается в форме: 

 
( )

( ) ( )

1 2

1 2

p

n i k
n ik n n

p , ,

D R R , n , .

γ γ γ γ

γ

Γ = = +

= =
 (П3.3) 

Вариационный принцип касается теперь исключительно только положения точки 

пересечения траектории с границей раздела 0r
d : 

 
0 0

0 0,
x y
γ γ∂ ∂
= =

∂ ∂
. (П3.4) 

С учетом равенств (П3.3) эти уравнения приобретают вид:  
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 2
1 11 2

1 2

1 2
2 21 2

1 2

0

0

k k
k k

k k
k k

D R D R
,

D R D R

γ γ

γ γ

+ =

+ =

. (П3.5) 

Отметим, что решение этой системы, соответствующее 0 0y = , отвечает тому, что 

плоскость, содержащая траекторию концентрационного сигнала, перпендикулярна 

границе раздела. Однако, в общем случае анизотропных сред система (П3.5) с учетом 

выражений (П3.3) не дает оснований для такого решения. 

Рассмотрим частный случай, когда оба тензора диффузии соответствуют 

одноосной анизотропии, причем обе оси направлены по нормали к границе раздела 

между средами. Тогда в избранной нами системе координат оба тензора диффузии 

будут диагональными, причем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n n n n n n n
xx yy zzD D D , D D , D ,D⊥ ⊥= = = >

 

, (П3.6) 

а система уравнений (П3.5) сводится к системе 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

21
00

1 2

1 2

0
1 2

0

0

D a xD x
,

D D
y .

γ γ

γ γ

⊥⊥

⊥ ⊥

− −
+ =

 
+ =  

 

. (П3.7) 

Решением последней является 

 

( )

( ) ( )

2
1

0 1 2
2 1

0 0

D a
x ,

D D
y .

γ
γ γ

⊥

⊥ ⊥

=
+

=

. (П3.8) 

Следовательно, поскольку 0 0y = , траектория концентрационного сигнала в этом случае 
лежит в плоскости перпендикулярной плоскости границы раздела двух сред. 

В изотропной среде ( ) ( )( ) 1n n
ik ikD D δ

−
= , и система (3.5) с учетом (П3.3) переходит в 

систему: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

2 2 2 21 2 2 2
0 0 1 0 0 2

02 2 2 21 2 2 2
0 0 1 0 0 2

1 1 0

1 1 1 1 0

x a x
,

x y hD D a x y h

y
x y hD D a x y h

−
− =

+ + − + +

 
 + =
 + + − + + 

. (5) 

Отсюда приходим к обычному закону Снеллиуса: 
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( ) ( )

0

1 2

1 2

0y ,
sin sin

D D

θ θ
=

=
. (6) 

Здесь  

 

( )

0
1 2 2 2

0 0 1

0
2 2 2 2

0 0 2

x
sin ,

x y h
a x

sin
a x y h

θ

θ

=
+ +

−
=

− + +

. (6) 

и 1 2,θ θ  -- углы между траекторией и нормалью к границе раздела в среде 1 и 2, 

соответственно. 

Таким образом, если хотя бы одна из двух сред является анизотропной, то в общем 

случае 0 0y ≠  и, следовательно, траектория концентрационного сигнала лежит в 

плоскости, не являющейся нормальной к границе раздела. Исключение представляет 

случай, когда оба тензора диффузии соответствуют одноосной анизотропии и обе оси 

перпендикулярны границе раздела. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4 

Цель этого приложения состоит в том, чтобы показать, что, если тензор диффузии 

пропорционален единичному тензору, то асимптотическое выражение для концентрации 

примеси при анизотропной диффузии переходит в соответствующее выражение для 

изотропной среды. В соответствии с определениями (2.4) - (2.6) при 

 1,ik ik
ik ikD D D Dδ δ−= = . (П.4.1) 

метрический тензор ikg , вектор iu  и дифференциал интервала ds  приобретают вид 

 
( )

( )2
2

0
, .

0
ik ik

ik ik

Dpg n g
D p n

δ
δ= =  (П.4.2) 

и 

 
( )0i iD

u
p n

n
= , (П.4.3) 

 
( )0
pds ndl

D
=  (П.4.4) 

Здесь использованы введенные в Гл. 1 обозначения 
( )
( )
0D

n
D r

=
d

 и p

p

n
∇Γ

=
∇Γ

d . 

Из (П4.3), (П4.4)  получаем 

 
( ) ( )2

0 1i
i

i

D ddu n
ds dl npn

n
n n = − ∇ 

 

d

. (П.4.5) 

Подставляя (П1.1) в (2.12), находим 

 { } 1i
jk ik ij jk

j k i

n n n
n x x x

δ δ δ
 ∂ ∂ ∂

= + −  ∂ ∂ ∂ 
. (П.4.6) 

Отсюда с учетом (П4.3) имеем 

 { } ( ) ( )3

0
2i j k

jk i
i

D nu u n
xpn

n n
 ∂

= ∇ − ∂ 

d . (П.4.7) 

Подставляя (П4.5) и (П4.7) в (2.11) получаем уравнение для траектории 

концентрационного сигнала для изотропной диффузии (1.10). 

Далее замечаем, что в соответствии с определением (1.8) и с учетом равенств 

(П4.3) (П4.4) имеем 
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( )

1, ,
0 i

p ds dds d ds u d div
D n s

n ψψ ψ
ψ

 = ∂ = = 
 

d

. (П.4.8) 

Отсюда следует, что при условии (П4.1) выражение для квазиэйконала в анизотропной 

среде (2.9) переходит в соответствующее выражение для изотропной диффузии. Кроме 

того, при том же условии, для размерности пространства 3δ =  имеет место равенство  

 ( ) ( )aH r H r=
d d . (П.4.9) 

Учитывая, наконец, что при условии (П4.1) справедливо равенство 

 ( ) ( )3
0 det 0 0ikD D D = =  , (П.4.9) 

приходим к выводу, что при том же условии окончательное выражение для концентрации 

при анизотропной диффузии (2.20) переходит в соответствующее выражение для 

изотропной диффузии (1.19) для размерности пространства 3δ = . Само собой разумеется, 

что точно такое же соответствие имеется и при 2δ = . Что касается размерности 1δ = , то 

там анизотропия, понятно, невозможна в принципе. 
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