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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы исследования. Несмотря на то, что первые работы 
по диффузии были опубликованы ещё в позапрошлом веке, исследования 
процессов переноса примеси продолжают и сейчас интенсивно развиваться. 

Из уравнения классической диффузии, вытекающего из законов Фика 
[1], следует, что размер области локализации примеси ( )R t  растет 
пропорционально квадратному корню из времени. Эта зависимость реализуется, 
когда среда переноса является однородной.  

В сильно неоднородных средах, которые часто встречаются на практике, 
возникают неклассические зависимости размера области локализации примеси 
от времени 

( )R t tγ∝ , где 1/ 2γ ≠ . 
Если 1/ 2γ < , то режим переноса называют субдиффузионным, а при 1/ 2γ >  
– супердиффузионным. Для описания таких закономерностей было развито 
большое количество моделей в разных областях физики и не только. Так, 
перенос зарядов в полупроводниковых структурах [2-6], проникновение белков 
через клеточные мембраны [7-11], миграция примесей в пористых средах [12-
13] описывался субдиффузионными режимами. Супердиффузионные режимы 
идентифицировались при движении микроорганизмов [14-15], 
распространении атомов и кластеров на поверхности твёрдых тел [16-17]. 

Особое положение в этом ряду занимают геологических среды [18], так 
как именно они рассматриваются в качестве места захоронения радиоактивных 
отходов, и знание закономерностей переноса радионуклидов в них 
исключительно важно для проведения оценок надежности захоронений. 

Приведенный выше далеко не полный перечень разделов знания, где 
встречаются неклассические процессы переноса, и беглый взгляд на историю 
их изучения (см. ниже Исторический обзор) свидетельствует о том, что эта 
тема исследований не только обширна, но и еще далека от своего завершения. 

Режимы переноса, различаемые видом зависимости ( )R t , и выбором 
моделей для их описания определяются распределением неоднородностей 
среды, иначе говоря, ее структурой. Обычно физическая модель переноса 
зависит от конечного набора параметров. Если они являются постоянными, то 
концентрация примеси в зависимости от координат и времени, как правило, 
дается аналитическим выражением. Однако, на практике помимо мелко- и 
среднемасштабных неоднородностей, определяющих выбор модели, среда 
обладает крупномасштабными неоднородностями, так что параметры модели 
зависят от координат. Простейший пример – уравнение диффузии с 
пространственно зависимым коэффициентом диффузии. В таком случае, 
решение задачи о переносе требует проведения трудоемких и время затратных 
численных расчетов. Отсюда возникает задача о построении аналитической 
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теории переноса примеси в средах, обладающих крупномасштабными 
неоднородностями. 

Во многих случаях геологические среды содержат в себе сильно 
сорбирующие включения. Обычно они бывают редкими, но в силу своей 
специфики могут в существенной мере влиять на формирования режимов 
переноса. Описание процессов переноса в таких средах требует разработки 
отдельной модели. 

Всё сказанное позволяет считать тему диссертации, посвященной 
переносу примеси в средах с крупномасштабными неоднородностями и 
сорбирующими включениями, актуальной и важной для практики. 

Цель диссертации: Теоретическое исследование закономерностей 
переноса примеси в средах, обладающих крупномасштабными 
неоднородностями, и в присутствии сильно сорбирующих включений. 

Основными задачами диссертации являются: 
1. Построение асимптотической теории переноса примеси, 
обусловленного классической диффузией, в неоднородных изотропных и 
анизотропных средах. 
2. Получение асимптотической формулы для концентрации примеси в 
задаче об адвекции-диффузии в неоднородной среде.  
3. Разработка асимптотической теории для модели регулярно 
неоднородной резко контрастной среды с параметрами, зависящими от 
координат. 
4. Анализ переноса примеси в трещиновато-пористой среде с редкими 
сильно сорбирующими включениями. 

Научная новизна  
Автором впервые: 

1. Построена асимптотическая теория переноса примеси, обусловленного 
классической диффузией, в неоднородных изотропных и анизотропных средах. 
2. Получена асимптотическая формула для концентрации примеси в задаче 
об адвекции-диффузии в неоднородной среде. 
3. Исследованы закономерности переноса примеси в модели регулярно 
неоднородной резко контрастной среды (модели Дыхне) с параметрами, 
зависящими от координат. 
4. Проанализированы закономерности переноса примеси в трещиновато-
пористой среде с редкими сильно сорбирующими включениями. 

Практическая ценность 
1. Установленные в работе аналитические результаты являются 
универсальными и могут быть использованы для решения широкого круга задач 
о переносе примеси в средах с крупномасштабными неоднородностями.  
2. Полученные результаты дают возможность проведения быстрых 
качественных оценок для характеристик переноса радионуклидов и других 
загрязнений в геологических средах. 
3. Полученные результаты могут быть применены как для 
усовершенствования существующих, так и для создания новых численных 
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кодов, предназначенных для моделирования процессов переноса примеси в 
геологических средах.  

Личный вклад автора состоит в следующем: 
1. Построена асимптотическая теория переноса примеси при классической 
диффузии в неоднородной изотропной среде. 
2. Разработана асимптотическая теория анизотропной классической 
диффузии в среде с крупномасштабными неоднородностями.  
3. Решена задача о переносе примеси в регулярно неоднородной резко-
контрастной среде с параметрами, зависящими от координат.  
4. Исследовано влияние редких сильно сорбирующих включений на 
режимы переноса и получены выражения для концентрации на асимптотически 
больших расстояниях в трещиновато-пористой среде. 

Основные положения, выносимые на защиту: 
1. Концентрация примеси в задаче о классической диффузии в среде с 
крупномасштабными неоднородностями на асимптотически больших 
расстояниях сводится к однократным интегралам вдоль характеристической 
кривой - траектории концентрационного сигнала. Сама траектория определяется 
из обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка. 
2. Решение задачи об адвекции-диффузии в неоднородных средах при 
определенных ограничительных условиях приводит к классической формуле, в 
которой элемент, описывающий дисперсию примеси, сводится к линейному 
интегралу от коэффициента диффузии вдоль адвекционного смещения примеси 
3. При анизотропной диффузии, когда источник примеси и точка 
наблюдения лежат по разные стороны плоской границы между средами с 
различающимися тензорами диффузии, траектория концентрационного 
сигнала при пересечении границы терпит излом, но, в отличие от 
изотропной диффузии, в общем случае не лежит в плоскости, 
перпендикулярной границе раздела. 
4. В асимптотической теории переноса примеси в регулярно 
неоднородной резко контрастной среде (модели Дыхне) с параметрами, 
зависящими от координат, траектория концентрационного сигнала на ранних 
временах является плоской, а на поздних – объемной. 
5. В трещиновато-пористых средах с редкими сильно сорбирующими 
включениями, в случае, когда сорбционная емкость превышает критическую 
величину, на поздних временах реализуются два дополнительных режима 
переноса – медленная квазидиффузия и сверхзамедленная адвекция-диффузия.  

Достоверность результатов: 
Достоверность результатов базируется на применении современных методов 
теоретической и математической физики и согласии с численными расчетами.  

Публикации  
По теме диссертации опубликовано 8 печатных работ, 5 из них в 

изданиях из списка, рекомендованного ВАК Минобрнауки России. 
Апробация работы  



6 

Основные результаты работы были представлены на ежегодной 
конференции молодых ученых ИБРАЭ РАН (Москва, 2019), 61-ой научной 
конференции МФТИ (Долгопрудный, 2018), 62-ой научной конференции МФТИ 
(Долгопрудный, 2019), 64-ой научной конференции МФТИ (Долгопрудный, 
2021). 

Структура работы 
Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения, четырех 

приложений и списка литературы из 91 библиографической ссылки, содержит 9 
иллюстраций. Общий объём диссертации составляет 75 страниц. 

 
СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Во введении обоснована актуальность и практическая значимость 
работы, изложены основные цели и задачи исследования. Приведен краткий 
обзор исследований процессов переноса примеси в различных средах. 

В Главе 1 исследуется классический перенос примеси в изотропной 
среде с крупномасштабными неоднородностями.  

Во Вступлении кратко описан асимптотический подход, впервые 
предложенный в работе [19], который применяется для решения задач первых 
трех глав диссертации. Этот подход применим на расстояниях до источника 
примеси, значительно превосходящих размер основной области локализации 
примеси. На таких расстояниях формирование концентрации обусловлено 
коротковолновой частью механизма переноса, а зависимость концентрации от 
расстояния до источника примеси пропорциональна убывающей экспоненте с 
показателем, значительно больше единицы. Результат для концентрации сведен 
к однократным интегралам вдоль специальной линии – траектории 
концентрационного сигнала. Сама траектория определяется из вариационного 
принципа, приводящего к обыкновенному дифференциальному уравнению 
первого порядка для единичного вектора касательной к траектории. Такой 
подход к теории процессов переноса по форме близок к приближению 
геометрической оптики в электродинамике [20] и квазиклассическому 
приближению в квантовой механике [21]. Сведение задачи о переносе примеси к 
обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка существенно 
упрощает процедуру численных расчетов применительно к средам, обладающих 
крупномасштабными неоднородностями.  

В Разделе 1.1 сформулирована постановка задачи построения 
асимптотической теории изотропной классической диффузии в среде с 
крупномасштабными неоднородностями. Решается уравнение диффузии  

( ) ( )( ),
,

c r t
div D c r t

t
∂

= ∇
∂

d

d ,  (1) 

с коэффициентом диффузии, зависящим от координат, ( )D D r=
d . Считается, что 

в начальный момент времени вся примесь сосредоточена в одной точке, которая 
выбрана в качестве начала координат 

( ) ( ), 0c r N rδ=
d d , (2) 
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где N  - полное число частиц примеси. Начальное условие в форме (2) 
используется во всех четырех главах. 

В представлении Лапласа, ( ) ( )
0

, pt
pc r dt c r t e

∞
−= ∫

d d

, уравнение (1) с 

учетом (2) принимает вид: 
( ) ( ) ( ){ } ( )p ppc r div D r c r N rδ− ∇ =
d d d d . (3) 

Решение уравнения (3) на асимптотически далеких расстояниях от 
источника примеси, когда ( )r R t

, где ( )R t - размер основной области ее 
локализации в момент времени t , было представлено в форме: 

( ) ( ) ( )p r
p pc r A r e−Γ=

d

d d ,  ( ) 1p r .Γ
d

  (4) 
Это представление используется и в последующих двух главах. Учитывая 
аналогию с геометрической оптикой, фактор ( )p rΓ

d назван квазиэйконалом. 

Благодаря неравенству ( ) 1p rΓ
d

  возникает малый параметр 

( )( ) 1
min , , 1p L rξ ξ

−
= ∇Γ <<

d . (5) 

где L  - характерный масштаб длины, на котором заметно меняется 
коэффициент диффузии. Выполнение условия 1ξ <<  лежит в основе теорий, 
разрабатываемых в главах 1-3. После подстановки (4) в (3) в нулевом порядке по 
параметру ξ  получается уравнение в частных производных первого порядка для 
квазиэйконала  

( )( ) ( )
2

p
pr

D r
∇Γ =

d

d

 , (6) 

Раздел 1.2 посвящен нахождению выражения для квазиэйконала. 
Решение уравнения (6) представлено в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0
0

r

p

Dpr r , r dln r , n r
D D r

ψ ψΓ = = =∫
d

d d d d d

d

.     (7) 

Интегрирование происходит вдоль специальной линии – траектории 
концентрационного сигнала, dl  - дифференциальный элемент длины 
траектории. Сама траектория определяется из вариационного принципа, 
обеспечивающего минимум величины ( )rψ d : 

( ) 0l rδ ψ =
d . (8) 

Отсюда получено уравнение для единичного вектора касательной νd  к 
траектории концентрационного сигнала: 

( )( )1d n n
dl n
ν ν ν= ∇ − ∇
d

d d .  (9) 
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Из этого уравнения, в частности, следует, что в однородной среде имеет 
место constν =

d , и, следовательно, траектория концентрационного сигнала 
является отрезком прямой, соединяющим точку наблюдения rd  с источником 
примеси - 0r =

d . 
В качестве иллюстрации действия вариационного принципа (7) 

рассмотрен случай, когда между источником и точкой наблюдения имеется 
плоская граница раздела между двумя средами с различными коэффициентами 
диффузии. Тогда траектория концентрационного сигнала в точке пересечения 
границы терпит излом, который описывается формулой, аналогичной закону 
Снеллиуса: 

1 2

1 2

sin sin
D D
θ θ

= .  (10)  

Здесь 1 2,D D  - коэффициенты диффузии по разные стороны от границы 
раздела, 1 2,θ θ  - углы между линией концентрационного сигнала и нормалью к 
границе по соответствующим ее сторонам. Плоскость, содержащая траекторию, 
перпендикулярна плоской границе между средами. 
 В Разделе 1.3 вычислена предэкспонента ( )pA rd  в выражении (4) и 

найдено асимптотическое выражение для концентрации. Уравнение для ( )pA rd  
получается в первом порядке по малому параметру ξ  после подстановки 
выражения (4) в уравнение (3): 

( )( ) ( )
( )

ln
2 0pd A r r

div
d n r

ν
ψ

+ =
d

d d

d

, (11)  

Подстановка решения этого уравнения вместе с выражением для квазиэйконала 
(7) в равенство (4) и последующее сравнение с решением для однородной среды 
приводит к асимптотическому выражению для концентрации в пространственно-
временном представлении в неоднородной среде: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )2

0 02
0

1 1
4 24

rr rNc r ,t exp H r , H r d div .
D t n rD t

ψ

δ

ψ δψ
ψp

   −
= − − = −     

  
∫
d

d d

d d d

d

ν
  (12) 

Здесь 1 2 3, ,δ =  - размерность пространства. 
Разделе 1.4 представлена численная реализация асимптотической теории 

классической диффузии в пространстве размерностью 1 2,δ = . Путем сравнения 
с результатами прямого численного решения уравнения диффузии в 
неоднородной среде установлена высокая точность асимптотической теории и 
показано, что, в сравнении с прямыми численными расчетами, вычисления на 
основе асимптотической теории требуют расчетного времени на два порядка 
ниже. На Рис. 1 проиллюстрированы результаты расчета концентрации двумя 
способами. 
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Рис. 1. Результаты, полученные путем прямого численного расчёта и на основе 
асимптотической теории в двумерном случае. Calculation – прямой численный 

расчет, Analytics Eiconal – расчет на основе асимптотической теории. 
 

Раздел 1.5 посвящен задаче о классической адвекции-диффузии в 
неоднородной среде, отвечающей уравнению: 

0c div(u c D c )
t
∂

+ − ∇ =
∂

d , (13) 

где ud  и D  - скорость адвекции и коэффициент диффузии, соответственно. 
Предполагались выполненными следующие условия 

,u Dut L r ut L<< − <<
d d , (14) 

где uL  и DL - характерные масштабы пространственной зависимости скорости 
адвекции и коэффициента диффузии, соответственно. После перехода в 
уравнении (13) в сопутствующую систему координат r r r ut′→ = −

d d d d  и решения 
получившегося уравнения найдено следующее выражение для концентрации 

( ) ( ) ( )
( )

23
2

0
0

4
4
r ut

c r,t N D t exp
D t t

p −  −
 = −
  

d d

d





,  (15) 

где эффективное время ( )t t t≡   определено выражением 

( ) ( )
00

t D ut
t t dt

D
′ 

′=   
 

∫
d

 . (16) 

Эти формулы сохраняют самостоятельный смысл при выполнении неравенства 

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
x-coordinate, m

0

2

4

6
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10

C
on

ce
n

tr
at
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n

, 1
/m

2

Calculation             D0=1*10^-9   D1=1*10^-8
Analytics Eikonal   D0=1*10^-9   D1=1*10^-8
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D uL L   (17) 
В противном случае, когда ~D uL L , они сводятся к известному выражению для 
концентрации при переносе примеси на основе адвекции-диффузии в 
однородной среде. 

В Разделе 1.6 сделаны краткие выводы. 
В Главе 2 исследуется перенос примеси, обусловленный анизотропной 

диффузией в неоднородной среде. Здесь используется формализм 
криволинейной геометрии, заимствованный из общей теории относительности. 

В Разделе 2.1 сформулирована постановка задачи, базирующейся на 
уравнении анизотропной диффузии, которое в представлении Лапласа 
принимает вид 

( ) ( ) ( )( ) ( )jk
p pj kpc r D r c r N r

x x
δ∂ ∂ − = ∂ ∂ 

d d d d . (18) 

Здесь ( )jkD rd  - симметричный тензор диффузии, kx - компоненты радиус-

вектора, i ix
∂

∂ =
∂

, по повторяющимся индексам, как обычно, происходит 

суммирование. 
После подстановки асимптотического выражения для концентрации (4) 

в уравнение (18) в нулевом порядке по малому параметру ξ  (5) получается 
уравнение для квазиэйконала: 

( ) ( ) ( ) 0jk
p pj kp D r r r

x x
∂ ∂

− Γ Γ =
∂ ∂

d d d . (19) 

Для описания концентрационного сигнала вводится вектор касательной 
к траектории  

( )
i

i ij
pj

dxu g r
ds x

∂
= = Γ

∂
d , (20) 

где определена эффективная метрика: 
2 j k

jkds g dx dx= . (21) 

Метрический тензор ij ijg pD=  и тензор 1ij ijg D
p

=  определены через тензор 

диффузии ijD  и обратный ему ijD . 

В результате, выражение для квазиэйконала ( )p rΓ
d  принимает вид: 

( ) j k
p jk

o

r ds g dx dxΓ = =∫ ∫
d

r

, (22) 

где интегрирование происходит вдоль траектории концентрационного сигнала. 
 В Разделе 2.2 найдено уравнение для вектора iu .  

Оно выводится по аналогии с уравнением геодезической линии в общей 
теории относительности, и выглядит следующим образом: 
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{ } 0
i

i j k
jk

du u u
ds

+ = ,  (23) 

где { }i
jk  - символы Кристоффеля, определяемые выражением 

{ } ( )1
2

i il
jk j kl k jl l kjg g g g= − ∂ + ∂ − ∂ . (24) 

Траектория концентрационного сигнала в однородной анизотропной 
среде, как и в изотропном случае, является отрезком прямой, соединяющим 
источник примеси с точкой наблюдения. Если эти две точки лежат по разные 
стороны плоской границы раздела между двумя однородными средами с 
различными тензорами диффузии, то в общем случае траектория лежит в 
плоскости, которая, в отличие от случая изотропных сред, не является 
перпендикулярной границе раздела (см. Рис.2). 

В Разделе 2.3 вычислена предэкспонента ( )pA rd  из (4) и найдено 
асимптотическое выражение для концентрации. 

Уравнение для величины ( )pA rd  получается в первом порядке по 
малому параметру ξ  после подстановки выражения (4) в уравнение (19): 

( ) 1 0
2

p i
i

dlnA r
u

ds
+ ∂ =

d

. (25)  

 
 

Рис. 2  Преломление концентрационного сигнала на границе двух 
однородных анизотропных сред с коэффициентами диффузии 1

ijD  и 2
ijD . И П  - 

источник, Т Н  - точка наблюдения, Г Р  - граница раздела между средами, – - 
траектория концентрационного сигнала. 
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Подстановка решения этого уравнения вместе с выражением для квазиэйконала 
(22) в равенство (4) и последующее сравнение с решением для однородной 
среды приводит к асимптотическому выражению для концентрации в 
пространственно-временном представлении в неоднородной среде: 

( )
( ) ( )

( )

( )

2

3
0

0

1
40 4

1 1
2

j k
jk a

i j

i
a i

Nc r ,t exp D dx dx H r ,
tdet D t

H ds u .
s

p

  
 = − − 
      

 = ∂ − 
 

∫

∫
d

d d

d

r

r

r

,    (26) 

 В Разделе 2.4 кратко подведены итоги главы. 
Глава 3 посвящена построению асимптотической теории модели Дыхне 

с переменными в пространстве коэффициентами изотропной диффузии.  
 

 
Рис. 3. Геометрия задачи. 

 
Во вступлении описана первоначальная формулировка модели, которая 

состоит в следующем. Все пространство состоит из двух областей: область I – 
плоскопараллельный слой (условно говоря, трещина), заполненная сильно 
проницаемой средой с коэффициентом диффузии D  и область II – вся 
оставшаяся часть пространства (матрица), заполненная слабопроницаемой 
средой с коэффициентом диффузии d , так что D d>>  (см. Рис. 3). Модель 
Дыхне является простейшим примером регулярно неоднородной среды, 
демонстрирующей проявление неклассического режима переноса – 
субдиффузии. 

В Разделе 3.1 представлены качественные результаты решения исходной 
модели Дыхне с постоянными коэффициентами диффузии и сформулирована 
постановка задачи настоящей главы. 

В кратком обзоре исходной модели Дыхне отмечено, что имеют место 
три последовательных интервала времени, в которых реализуются три режима 
переноса: быстрая классическая диффузия, субдиффузия и медленная 
классическая диффузия. Смена режимов во времени ведет к многоступенчатой 
структуре асимптотики концентрации. С возрастанием времени растёт 
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количество пространственных ступеней асимптотики. Более удаленная ступень 
определяется более ранним режимом переноса. 

В задаче настоящей главы коэффициенты диффузии D  и d  являются 
функциями координат, удовлетворяющими прежнему условию D d>> . 
Толщина трещины a  считается постоянной. Уравнение переноса имеет вид 

 ( )c div c ,
t
∂

= ∇
∂

D                                    (27) 

Система координат выбрана так, что { }r , zr=
dd - радиус-вектор, где 

( ),x yr
d

=  - двумерная координата вдоль границы плоскопараллельного слоя, а 
ось z  направлена по нормали к нему. Начало координат выбрано так, что 
границы между областями I и II соответствуют равенству 2z a /= ± . 
Коэффициент диффузии D  в уравнении (27) имеет вид  

( ) ( ) ( )
2 2
a ar D r z d r z .θ θ   = − + −   

   
d d dD          (28) 

Здесь ( )
1 0
0 0
, ,
,
η

θ η
η
>

=  <
 - функция Хэвисайда. Задача (27) решается с 

граничными условиями, которые заключаются в непрерывности концентрации и 
нормальной компоненты плотности потока примеси на границе между 
областями. 

Считается, что характерный масштаб L  координатной зависимости 
одинаков для обеих функций ( )D rd  и ( )d rd  и удовлетворяет условию 

DL a
d

> .  (29) 

Соответственно, пренебрегая зависимостью коэффициента диффузии в трещине 
от координаты z , будем обозначать его ( )D rd . 

При выполнении условия p
p
d

∇Γ  , где pΓ  - квазиэйконал, 

определение которому дается равенством (4), режимы переноса формируются 
либо самой трещиной, либо ею совместно с матрицей. В этом случае в 
представлении Лапласа уравнение для концентрации примеси в трещине имеет 
вид 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

p p
p Np c div D c

t a
r r r δ r

r

 
+ − ∇ =  

 

d d d d

d

,                    (30) 

где 

( )
( )

2

1

2
4 az

at
d r

r
=

=
d

d

. (31) 



14 

В противоположном случае, когда p
p
d

∇Γ  , матрица полностью 

берет на себя формирование режима переноса и тогда уравнение переноса в 
представлении Лапласа имеет вид:  

( ) ( ) ( )( ) ( )p ppc r div d r c r N rδ− ∇ =
d d d d . (32) 

Раздел 3.2 посвящен нахождению выражения для квазиэйконала. 
После подстановки общего выражения для концентрации (4) в 

уравнения (30) и (32), в нулевом порядке малости по параметру ξ  из (5) 
получаются уравнения 

( )( ) ( )
2 1

1 1p
p , p t ;

D
r

r
−∇Γ =

d



d

  (33) 

( )( ) ( )
( )

2 1 1 1
2 2 1p

p
t

, t p t ;
D

r
r

r
− −∇Γ =

d

d

 

d

  (34) 

( )( ) ( )
2 1

3 2p
pr , p t ,

d r
−∇Γ =

d



d

  (35) 

Время 2t  в (34) и (35) дается выражением 

( ) ( )
( )

( )

2

2 1

2
az

D
t t

d r
r

r r
=

 
 =  
 
 

d

d d

d

 (36) 

Уравнения (33) – (35) по своей форме совпадают с уравнением для 
квазиэйконала (6) Главы I.  

Далее вводится безразмерный эквивалент квазиэйконала mψ , не 
зависящий от Лапласовской переменной 

( ) , 1, 2, 3mp m mp mκ ψΓ = = , (37) 
где размерные множители ( )s pκ  определены равенствами 

( ) ( ) ( )
1
4

1 2 32
0 00 10

, ,p p pp p p
D dD t

κ κ κ
 

= = = 
 

                       (38) 

Здесь ( ) ( )10 1 0 0,
2

0 , az
t t d d r

= =
= =

d

r
. 

Из (33) – (35) с учетом (37), (38) приходим к уравнениям для 
безразмерных функций smψ : 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 2
3 3, 1, 2;m mn m r n rψ r r ψ∇ = = ∇ =

d d d d  ,      (39) 

в которых величины mn  определены равенствами: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
4

0 10 0
1 2 1 3

1

, ,
D t d

n n n n r
D t d r

r r r
r r

 
= = = 

  

d d d d

d d d

.    (40) 

Решения уравнений (39) записываются в форме: 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3
0 0

, 1, 2; .
r

m m mdl n m r dl n r
r

ψ r r ψ= = =∫ ∫
d

d

d d d d     (41) 

где интегрирование происходит вдоль траекторий концентрационных сигналов, 
определяемых на основе вариационного принципа: 

( ) ( )3 3
0 0

0, 1, 2; 0
r

m mdl n m dl n rδ r δ= = =∫ ∫
d

d

d d

r

  (42) 

Отсюда получаются уравнения для единичных векторов касательных к 
траекториям концентрационного сигнала: 

1 1 2 3m m
m m

m

d dn
n ; m , ,

dl n dl
ν

ν 
= ∇ − = 

 

d

d . (43) 

Траектории с 1 2m ,=  являются плоскими, а траектория при 3m =   - 
пространственная.  

В Разделе 3.3 получены асимптотические выражения для концентрации 
в пространственно-временном представлении. 

В первом приближении по малому параметру ξ  из уравнений (30) и (32) 
после подстановки в них выражения (4) получаются уравнения для 
предэкспонент:  

1

1ln 0, ; 1, 2.
2

s m
mp m m m

m m

nd A div d n dl m
d n n

ν
ψ

ψ
    

+ = = =    
     

d

  (44)

( ) 3
3 3 3 3

3 3

1ln 0, .
2p

d A div d n dl
d n

ν
ψ

ψ
   + = =    

d

  (45) 

Напомним, что величины, отмеченные значком 1, 2m = , зависят от 
двумерной координаты rd , а со значком 3  - являются функциями трехмерной 
координаты rd . 

Путем обратного преобразования Лапласа получены следующие 
формулы для концентрации в пространственно-временном представлении 

( )
( )( ) ( )

( )( )2 2
1 1

1
0 0 1

, , , 1.
4 (0) 4 4

N tc t exp H
aD t D t D t t

ψ ψ
r r

p

  ≅ − − >> 
  

d d

d d

r r
    (46) 
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( ) ( )
( )

( )

( )
( )

4/3

2
2

1

4/3

2

2 1
0 1

, 3 ,
2 (0) 6 4 (0) 0

,1 .
4 0

Nc t exp H
aD t D t t

t t
t tD t t

ψ r
r r

p

ψ r

  
  ≅ − −      

 
 << <<  
 

d

d d

d

,      (47) 

( )
( )

( ) ( ) ( )2 2
3 3

33/2
0 0 20

, , 1 .
4 44

r rN tc r t exp H r
d t d t td t

ψ ψ

p

  ≅ − − << << 
  

d d

d d           (48) 

Величины ( )mH rd , ( )3H rd  в (46) - (48) определены равенствами 

( )

( )

0

3
3 3

3 30

1 1 . 1, 2;
2

1 2 .
2

m
m m

m m

H d div m
n

H r d div
n

ν
r ψ

ψ

ν
ψ

ψ

  
= − =  

   
  

= −  
   

∫

∫

d

d

d

d

d

d

r

r

,                 (49) 

В Разделе 3.4 подведены итоги главы. 
В Главе 4 исследован перенос примеси в трещиновато-пористой среде в 

присутствии редких сильно сорбирующих включений. Проанализированы 
режимы переноса и установлено асимптотическое поведение концентрации на 
далеких расстояниях от источника примеси в зависимости от структурных 
характеристик среды. Примерами сред, содержащих сорбирующие включения, 
являются геологические породы, содержащие высокую долю глинистых 
соединений. 

В Разделе 4.1 сформулирована постановка задачи и получены основные 
соотношения. 

Трещиновато-пористая среда с редкими адсорбирующими включениями 
представлена как совокупность трех подсистем (см. Рис. 4): 1) совокупность 
каналов с высокой проницаемостью, образованных трещинами (или связанными 
крупными порами), 2) подсистема слабопроницаемых несорбирующих пористых 
блоков и 3) подсистемы слабопроницаемых пористых блоков, которые могут 
сильно адсорбировать растворенную в воде примесь. 

Основные параметры, характеризующие свойства среды, это jΨ  - 
объемная доля, занимаемая блоками каждого типа ( 1j = обычные блоки, 2j =  - 
сорбирующие включения), их пористость jj  и характерный размер jR , а также 
коэффициент задержки K  во включениях.  
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Рис.4. Схематичное изображение статистически-однородной трещиновато-

пористой среды с сорбирующими включениями. Светло-серый цвет – обычные 
пористые блоки, тёмно-серый цвет – сорбирующие включения. 

 
Уравнение для концентрации примеси в трещинах (активной примеси), 

усредненное на масштабах много больше характерных размеров блоков и 
расстояний между включениями, имеет вид 

( ) 1 2
c div uc D c Q Q
t
∂

+ − ∇ = − −
∂

d , (50) 

где ud  - средняя скорость просачивания, D  - коэффициент дисперсии в 
трещинах, учитывающий как молекулярную диффузию, так и пространственные 
гидродинамические флуктуации, а 1Q  и 2Q  - плотности стоков в пористую 
среду и сорбирующие включения, определяемых обменом с блоками. 
Предполагалось что в начальный момент времени вся примесь расположена в 
одной точке внутри системы трещин  

( ) ( )0r, 0c N rδ=
d d , (51) 

где 0N  - полное число частиц примеси. 
В представлении Фурье-Лапласа уравнение (50) приобретает форму: 

( ) ( ) ( ) 2
1 2 0p p p i uk Dk N + Λ + Λ + + = 

d

d , (52) 

Здесь ( )j pΛ  - функции памяти, которые с помощью соотношения 

( ),л; ,лp j pjQ p cΛ=d d  связывают плотности стоков с концентрацией активной 
примеси. В предельных случаях эти функции имеют вид: 

 

( )
1,

, 1.

aj bj

j

bj aj bj

p t при pt
p

p t t при pt

Λ ≅ 






 (53) 
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Входящие сюда характерные времена определены как:  

( )
2

1
1 22

1 1 /
a

fr

Rt
dj j

=
Ψ

, 
2

1
1b

Rt
d

= , 
( )

2
2

2 22
2 2 /

a

fr

Rt
dKj j

=
Ψ

, 
2

2
2b

Rt K
d

= .    (54) 

Физический смысл времени a jt  состоит в том, что на временах порядка 

a jt  количество примеси в блоках сорта j и в трещинах сравнимо по порядку 
величины. Физический смысл времени b jt  - в том, что на временах больше b jt  
концентрация примеси внутри блока сорта j  становиться практически 
однородной. 

В Разделе 4.2 проанализированы режимы переноса. 
Для описания режимов использовались следующие зависящие от 

времени характеристики: число активных частиц - ( )N t , среднее смещение - 

( )X t  и дисперсия - ( )tασ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 1 3

2 1 3 2 2

N t d r c r,t , X t N t d r r c r,t ,

( t ) N t d r r c r,t X t .α α ασ δ

−

−

= =

= −

∫ ∫
∫





d d

d

           (55) 

где знаки α =  и ⊥  - обозначают компоненты вдоль и поперёк скорости 
адвекции ud , соответственно. 

В зависимости от соотношения между характерными временами (54) 
возникает последовательность интервалов текущего времени со свойственными 
каждому из них режимами переноса. Во всех случаях предполагаем 
выполненным условие 

ut ≾ ( )1 2min ,a at t ,         2

4
u

Dt
u

=   (56) 

Перечислим режимы переноса, которые реализуются при следующем 
соотношении между характерными временами 

2
1 2

1

2 1

,a
b b

a a
a

t t
t t

t t >><< . 

1. 1at t .  
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

0

1
2 3

1

1
14

2 3
1 1

1

, , 2 ;

2 ,

4
5

a u

a u a
a

N t N X t ut t Dt

Dt при t t t
t

tt ut при t t t t
t

σ

σ
σ

p

⊥

≅ ≅ ≅


<<

≅ 
  ≅    





 

          (57) 

Перенос примеси здесь соответствует режиму, близкому к быстрой адвекции-
диффузии.  

2. 1 1a bt t t  . 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 1 1 1, , 4 , 2 .a

u u a
t

N t N X t D t t D t t D t t
t

p σ p σ p
p ⊥≅ ≅ ≅ − ≅



 (58) 

Здесь 
2

1 1u aD u t=  (59) 
В продольном направлении реализуется режим квазидиффузии, впервые 
установленный в работе [22], а в поперечном - субдиффузия. 

3. 2
1 * * 1

1

, a
b b

a

t
t t t t t

t
<< = . 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , 2 , 2 .N t N X t u t t D t t D tσ σ⊥≅ ≅ ≅ ≅


       (60) 
Здесь 

1 1 1
1 1 1

1 1 1

, , .a a a

b b b

t t t
N N u u D D

t t t
= = =

d d  (61) 

Реализуется медленная адвекция-диффузия. 
4. * 2bt t t<<  . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 2 2 2, , 4 , 2 .a

u u a
t

N t N X t D t t D t t D t t
t

p σ p σ p
p ⊥≅ ≅ ≅ − ≅



 (62) 

Здесь 2
2 2u aD u t= . 

В продольном направлении реализуется медленная квазидиффузия, а в 
поперечном - субдиффузия. 

5. 2bt t>>  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, , 2 , 2 .N t N X t u t t D t t D tσ σ⊥≅ ≅ ≅ ≅


  (63) 
Здесь 

2 2 2
2 0 2 2

2 2 2

, ,b b b

a a a

t t t
N N u u D D

t t t
= = =

d d  (64) 

Реализуется сверхзамедленная адвекция-диффузия. 
На Рис. 5 схематически показана зависимость числа частиц активной 

примеси от времени.  
В случае, если 2 1a at t , влияние сорбирующих включений на режимы 

переноса оказывается доминирующим. В этом случае выделить режимы 
переноса, обусловленные простыми пористыми блоками невозможно. В итоге 
реализуется следующая последовательность режимов: быстрая адвекция-
диффузия, медленная квазидиффузия в продольном направлении (субдиффузия 
в поперечном направлении), сверхзамедленная адвекция-диффузия. 
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Рис.5. Схематическое изображение зависимости числа активных частиц 

примеси ( )N t от времени. 
Раздел 4.3 посвящен вычислению асимптотических выражений для 

концентрации активной примеси на далёких расстояниях от источника примеси. 
Приведем здесь выражения для ближних ступеней асимптотик, отвечающих 
временным интервалам, рассмотренных в предыдущем разделе. 

1. 1at t . 

( )
( )

( ) ( )2 2
0

3/2
1

, exp , .
4 44 a

r ut r utN tc r t
Dt Dt tDtp

 − −
≅ − >> 

  

d d d d

d        (65) 

2. 1 1a bt t t  . 

( )
( )

1
20

3

2

1
2

1 112
1

, e .xp ,
44 2 4

u

b auu
u

r ur urc r t
D

DN t r tD
t tD tD t t Dp

 −
<< <<≅ − − 

 

dd

d   (66) 

3. 2
1 * * 1

1

, a
b b

a

t
t t t t t

t
=  . 

( )
( )

( ) ( )2 2
1 11

3/2
1 * 1 *1

, exp , .
4 44

r u t r u tN t tc r t
D t t D t tD tp

 − −
≅ − << << 

  

d d d d

d    (67) 

4. * 2bt t t<< <<  
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( )
( )

2
20

3
2 2 *2

2

2

2

, exp , .
44 24

u

b u
u

u

r ur
DN t r tD

t D t
urc r t

tt DD t Dp

 −
≅ − −


<<


<<

dd

d   (68) 

5. 2bt t  

( )
( )

( ) ( )2 2
2 22

3/2
2 2 22

, exp , .
4 44 b

r u t r u tN tc r t
D t D t tD tp

 − −
≅ − << 

  

d d d d

d       (69) 

В разделе 4.4 подведены итоги главы. 
В Приложении 1 получены формулы для концентрации при изотропной 

диффузии в однородной среде в пространстве размерностью 1, 2, 3δ = . 
В Приложении 2 получена формула для концентрации при анизотропной 

диффузии в однородной среде. 
В Приложении 3 показано, что, если тензор диффузии пропорционален 

единичному тензору, то уравнение для траектории концентрационного сигнала 
при анизотропной диффузии сводится к соответствующему уравнению для 
изотропной среды. 

В Приложении 4 получены и проанализированы уравнения для 
концентрационного сигнала в условиях, когда источник примеси и точка 
наблюдения находятся по разные стороны плоской границы между двумя 
однородными анизотропными средами. 

 
ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ 

1. Концентрация примеси при классической диффузии в неоднородной 
среде на расстояниях, значительно превосходящих размер основной области 
локализации примеси, сведено к интегралам вдоль линии, условно названной 
траекторией концентрационного сигнала. Сама траектория определяется из 
обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка, вытекающего 
из вариационного принципа (аналога принципа Ферма).  
2. Решение задачи об адвекции-диффузии в неоднородных средах при 
определенных ограничительных условиях сведено к классической формуле, в 
которой элемент, описывающий дисперсию примеси, сведен к линейному 
интегралу от коэффициента диффузии вдоль адвекционного смещения примеси. 
3. Путем применения формализма криволинейной геометрии, 
заимствованного из общей теории относительности, построена асимптотическая 
теория классической анизотропной диффузии в среде с крупномасштабными 
неоднородностями.  
4. В асимптотической теории переноса примеси в регулярно неоднородной 
резко контрастной среде (модели Дыхне) с параметрами, зависящими от 
координат, траектория концентрационного сигнала на ранних временах является 
плоской, а на поздних – объемной. 
5. Разработана модель переноса примеси в насыщенной статистически 
однородной трещиновато-пористой среде, содержащей редкие сорбирующие 



22 

включения. Установлены режимы переноса и вычислены асимптотики 
концентрации на далеких расстояниях от источника примеси. В том случае, 
кода сорбционная емкость включений превышает критическую величину, на 
поздних временах реализуются два дополнительных режима переноса – 
медленная квазидиффузия и сверхзамедленная адвекция-диффузия. 
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